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Vorwort

Dieses Skript entsteht zur Online—Vorlesung Praxisorientierte Einfiihrung in die Nu-
merik. Es stellt ausgewahlte Kapitel der Vorlesungen Numerische Lineare Algebra
und Numerische Analysis im Anwendungszusammenhang vor.

Hauptthema der Vorlesung ist die numerische Behandlung gewdhnlicher Differenti-
algleichungen. Auf dem Weg zu diesem Ziel fiihren wir zunachst grundlegende Tech-
niken zur Numerik ein: Fehlerrechnung, (direkte und iterative) Losung von linearen
und nichtlinearen Gleichungssystemen, Berechnung von Eigenwerten, Interpolati-
on, numerische Integration und Differentiation.

Achtung: Dies ist ein Lernskript und fasst die wesentlichen Ideen (Definitionen und
Séatze) der Vorlesung pro Veranstaltung zusammen. Beweise, Motivationen und Hin-
tergriinde finden Sie jeweils in der angegebenen Hintergrundliteratur, am einfach-
sten in meinen Skripten zur Numerischen Linearen Algebra und zur Numerischen
Analysis.



Kapitel 1

Hauptbeispiele der Vorlesung und einfache
numerische Verfahren

1.1 Differentialgleichungen: Grundbegriffe

Fiir die Hauptbeispiele bendtigen wir Differentialgleichungen. Wir erinnern an die
Definitionen.

Elne Differentialgleichungist eine Gleichung, in der eine Ableitung einer (unbekann-
ten) Funktion y auftaucht. Losung der Differentialgleichung ist eine konkrete Funk-
tion y, die die Gleichung erfiillt. Losung einer Differentialgleichung ist immer eine
Funktion.

y kann eine Funktion in einer Variablen (gewohnliche Differentialgleichung) oder
in mehreren Variablen (partielle Differentialgleichung) sein. Wir werden im Rah-
men dieser Vorlesung ausschlie3lich gewohnliche Differentialgleichungen betrach-
ten.

Ausdriicklich zugelassen ist, dass y eine Funktion in den R™ bzw. C™ ist. Fallsn = 1,
so heifdt die Gleichung skalar.

Fiirn > 1 haben wirn Koordinatenfunktionen, entsprechend miissen n Gleichungen
gegeben sein. Die Gleichungen heiRen System von Differentialgleichungen.

Es ist zugelassen, dass hohere Ableitungen von y in der Gleichung auftauchen. Die
Ordnung der hochsten Ableitung heift Grad der Differentialgleichung.

Einige Beispiele:



y:lab] =R, y(t) =cy(t)

(Lineare) skalare gewdhnliche Differentialgleichung 1. Ordnung. Eine Lésung
ist
y(t) = e,

y:la, b — R,y (t) = c(t)y(t), c: [a,b] = R

(Allgemeine lineare) skalare gewohnliche Differentialgleichung 1. Ordnung. Ei-
ne Losung ist
y(t) _ efa c(s) ds.

y: a0 =R, y"(t) = —y(t)
Skalare Differentialgleichung 2. Ordnung. Losungen sind cos ¢ und sin ¢.

y:la,b] =R, (1) =14 y(t)?

Skalare Differentialgleichung 1. Ordnung. Eine Losung ist tan x.

y = (H(t),F(t)), H F : [a,b] = R, y : [a,b] — R?

=
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~+
Il

aH(t) —

cH(t)F(t)
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™
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oder
y'(t) = (H'(t), F'(t)) = (aH(t) — cH(t)F(t), =bF(t) + cH(t)F(t)) = f(y(t))

System von 2 Differentialgleichungen in 2 Funktionen (F'(t), H(t)) oderin der
2—dimensionalen Funktion y.
(Rauber—-Beute—Modell, Lotka—Volterra—Differentialgleichung)

oz Oy? ot

Partielle Differentialgleichung 2. Ordnung in 2 Dimensionen (Warmeleitungs-
gleichung), siehe 2. Hauptbeispiel.
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y:la, b — R v (z) = —s(x)
Skalare stationdare Warmeleitungsgleichung in einer Dimension, siehe 2.
Hauptbeispiel.

Die Losungen von Differentialgleichungen sind im Allgemeinen nicht eindeutig. Wir
brauchen daher noch zusatzliche Bedingungen. Wir betrachten zwei Bedingungen,
die zu vollig unterschiedlichen numerischen Algorithmen fiihren.

1. Anfangswertaufgaben: Hier ist ein y, gegeben mit y(a) = yo. Fiir Systeme
von Differentialgleichungenn muss also fiir jede Koordinatenfunktion ein An-
fangswert vorgegeben werden, im Rauber-Beute—Modell miissen also F'(a)
und H(a) vorgegeben sein.

2. Randwertprobleme: Fiir gewdhnliche Differentialgleichungen hoherer Ord-
nung oder Systeme von gewdhnlichen Differentialgleichungen sind haufig Be-
dingungen bei a und b, also auf dem gesamten Rand, vorgegeben. In diesem
Fall sprechen wir von Randwertproblemen.

Beispiel: Skalare stationdre Warmeleitungsgleichung mit y(a) = y(b) = 0
(siehe 2. Hauptbeispiel).

Fiir Anfangswertprobleme kann man die Aufgabe so formulieren: Bei ¢t = a ist die
Funktion bekannt. Setze die Funktion fort unter Beriicksichtigung der Differential-
gleichung. Mit dem Satz von Picard—-Lindelof gilt: Diese Fortsetzung ist zumindest
auf einem Teilintervall von [a, b] moglich, falls f Lipischitz—stetig ist in der zweiten
Variablen.

Bei Randwertproblemen ist dies nicht moglich, weil man keinen Anfangspunkt
hat, sondern die Bedingungen von links und rechts beachten muss. Man erhalt
ein (lineares) Gleichungssystem, in dem der linke und rechte Randwert vorkom-
men.

Wir betrachten bei Anfangswertproblemen nur (Systeme von) Gleichungen erster
Ordnung und nehmen an, dass die einzelnen Gleichungen jeweils nach y; aufgeldst
sind (Normalform). Die einzelnen Gleichungen sind also von der Form

y'(t) = ft,yt))
mit
y() = (@), (1), ¥'(1) = Wi (8), ..,y (), [ [a,b] x R™ = R™

Alle Beispiele oben sind bereits in dieser Form gegeben, mit Ausnahme der sta-
tiondren Warmeleitungsgleichung, denn diese ist von der Ordnung 2. Tatsachlich
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lasst sich mit einem einfach Trick jede Gleichung hoherer Ordnung in ein System
von Gleichungen erster Ordnung umwandeln. Am Beispiel der stationdren Warme-
leitungsgleichung:

Wir fiihren die zusatzliche Funktion v(x) = «/(x) ein. Dann erhalten wir das System
von Gleichungen:

und dieses ist in Normalform, denn alle Gleichungen sind von erster Ordnung und
jeweils nach der ersten Ableitung aufgeldst. Wir kénnen uns also tatsdchlich bei der
Betrachtung auf die Normalform beschranken.

1.2 Euler—Verfahren

Das Euler-Verfahren ist das einfachste numerische Verfahren zur Lésung von An-
fangswertaufgaben. Wir wollen es auf zwei Arten motivieren. Sei dazu das skalare
Anfangswertproblem

y'(t) = f(ty(®)),y(a) = o

gegeben und zu l6sen auf dem Intervall [a, b].

Graphische Losung: Wir kennen also den Wert der Funktion y(¢) an der Stellet = a
und wollen sie nach rechts fortsetzen. Da y die Differentialgleichung erfiilllt, gilt
auch

y'(a) = f(a,y(a)).

Wir kennen also auch die Ableitung der Funktion an der Stelle ¢ = a. Die Ableitung
ist die Tangentensteigung, also kennen wir die Tangente an y(t) im Punkt (a, y(a)).
Die Geradengleichung der Tangente ist

2(t) = o+ (t —a) - y/(a).

In einer sehr kleinen Umgebung von a stimmen die Tangente z und die Kurve y
fast tiberein, d.h. dort ist die Tangente eine gute Naherung fiir die Funktion (siehe

Abbildungfi.1).



Tangente an die Funktion e* im Intervall [0, 1] Tangente an die Funktion e* im Intervall [0.45, 0.55]

2
—— Funktion 1,725 | — Funktion
2550 Tangente Tangente
1.700
225 .
2.00 1675
175
1

Abbildung 1.1: Tangente an e” im Punkt x = 0.5.
Auf dem kleinen Intervall ist die Tangente eine gute Approximation fiir e*.

Das Eulerverfahren geht nun so vor: Im Intervall werden (N — 1) Punkte ¢1,...tx_1
zwischen to = a und tx = b mit gleichem Abstand h = (b — a)/N (dquidistant)
eingefiigt. Es gilt also t, = a + kh.

An den Punktent,, k = 0... N, wollen wir Ndherungen y; fiir y(t;) berechnen.

Wir gehen wie geplant von links nach rechts vor. Fiir £ = 0 wissen wir y(ty) =
y(a) = yo. Um eine Naherung fiir y an der Stelle ¢; auszurechnen, stellen wir die
Tangentengleichung auf und setzen den Punkt ¢; ein, verfolgen also graphisch die
Tangente ein kurzes Stiick. Nach unserer Rechnung vorhin gilt

y1 = 2(t1) = z(a+ h) = yo + hy'(a) = yo + hf(to, o).

Sei nun g, bereits ausgerechnet. Zur Berechnung von v, ; berechnen wir die Tan-
gente an die y, falls sie wirklich durch den Punkt (¢4, yx) geht, also:

2(t) = yp + (t — te) [ (te, yr)

und setzen ¢, ein. Wir erhalten

Ukt1 = 2(tet1) = Ye + (tosr — te) f(tes Uk) = Yk + R f (L, yi)-

Dies ist das Eulerverfahren. Wir erhalten als Ergebnis einen Vektor mit Zahlen
Yo, - - -, Yyn. Die Zahlen sind nach unserer Motivation Approximationen fiir die Funk-
tion y an den Stellen ty, ..., ty.

Dies ist natiirlich kein Beweis, sondern nur eine Motivation. Im Kapitel liber Diffe-
rentialgleichungen werden wir zeigen, dass dieses Verfahren tatsachlich eine Ap-
proximation liefert und Abschdtzungen fiir den Fehler angeben.

Alternative Herleitung: Angenommen, wir wissen, dass y; = y(t;). Dann ist mit
Taylorentwicklung

y(terr) =yt +h) =y + 9/ (t)h + R,
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wobei wir die Taylorreihe nach dem zweiten Glied abgebrochen und durch ein Rest-
glied R ersetzt haben. Unter verniinftigen Annahmen ist dieses Restglied klein fiir
h +— 0 und gut abschéatzbar (Restgliedabschatzungen) mit Formeln der Analysis 1.
Daherist yi + ¥/'(tx)h = yr + hf(tr, yx) eine gute Abschdtzung fiir y(tx11), und es
macht Sinn, zu definieren

Yk+1 = Yk + hf (e, Yk)-

1.3 Federbeispiel

Es sei s(t) die Auslenkung einer Feder mit Federkonstante ¢, an die ein Gewicht der
Masse m gehdngt wird. Dann erfiillt s mit der Gravitationskonstanten g die Differen-

tialgleichung
14 C
s'"(t)=—g— Es(t).

Diese Gleichung beriicksichtigt keine Dampfung. Mit einer Dampfungsfunktion

d: .
78 = g Lo~ A7)

d kann linear, aber auch nichtlinear sein.

m

Fiir das 3—Feder—Beispiel von Bollhéfer und Mehrmann erhalten wir ein System aus
drei Differentialgleichungen zweiter Ordnung, also nach Umstellung auf die Normal-
form ein System aus sechs Differentialgleichungen erster Ordnung.

Wir nehmen jeweils an, dass wir die Situation zum Anfangszeitpunkt komplett ken-
nen (Positionen und Geschwindigkeit). Dies sind Beispiele fiir Systeme von An-
fangswertaufgaben.

1.4 Stationdre Warmeleitungsgleichung

Es sei U(t,z) die Wdrmeverteilung in einem Draht, der an den Enden a und b auf
0 Grad gekiihlt und in der Mitte zeitkonstant erwarmt wird mit der Hitzezufuhr
s(x). Dann stellt sich nach einiger Zeit eine zeitkonstante Warmeverteilung u(x)
ein.

u erfiillt das Randwertproblem —u"(z) = s(x), u(a) = u(b) = 0.

Numerische Losungsidee: Wie bei den Anfangswertaufgaben fiigen wir wieder dqui-
distante Zwischenpunkte x4, ..., zy_1 zwischen a und b ein. Die Punkte haben den
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Abstand h = (b — a)/N. Es gilt

lg% u(x +€) — 2u€(2x) +u(x — €) ().

Ansatz liber I’Hospital:

u(z 4+ €) — 2u(x) + u(x — ¢€) o u(z+e)—u(r—e)
€2 2¢

= u”(z).

Alternativ liber Taylorentwicklung.

Fiir kleine A gilt also

—u(x + h) + 2u(x) — u(x — h)
12

~ —u"(x) = s(x).

Wir wollen nun Naherungen wuy, fiir u(z;) berechnen. Dazu fordern wir, dass diese
Gleichung exakt erfiillt ist fiir die Naherungen. Wegen x, + h = z . und z, — h =
T1—1 erhalten wirdamit firk =1... N — 1 die Gleichungen

—Upa1 + 2Up — Uk_1

h2

s(zg) =
Wir multiplizieren jetzt noch diese Gleichung mit 42 und erhalten
— U1 + 2y — Up—y = h*s(xy), k=1...N — 1.

Da die Temperatur an den Randern Null ist, kbnnen wir setzen uy = uy = 0. Wir
erhalten also ein lineares Gleichungssystem in den Variablen uy, ..., uy_1.

Dieses Gleichungssystem wird beschrieben i{iber die Matrixgleichung Au = b mit
der Matrix

Zu zeigen ist jetzt natiirlich, dass diese Matrix invertierbar ist usw. Diese Matrix, die
das Anwendungsproblem der Verteilung der Warme in einem Draht reprasentiert,
wird uns als Beispiel bei der Losung linearer Gleichungssysteme dienen.
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1.5 Google—Matrix

Google bestimmt mit Hilfe dieser Matrix die Wichtigkeit von Webseiten. Die Grof3e
ist (Anzahl der Webseiten) x (Anzahl der Webseiten). Die Matrix enthalt nur nichtne-
gative Eintrdge, die Spaltensumme ist 1 fiir jede Spalte (stochastische Matrix). Bei
der eigentlichen Google—Matrix sind die Hauptdiagonalelemente 0, bei der modifi-
zierten d > 0, etwa d ~ 0.6.

Die Matrix hat den betragsmaximalen Eigenwert 1, die Vielfachheit des Eigenwerts
im charakteristischen Polynom der Matrix ist ebenfalls 1. Zur Losung des Problems
muss ein Eigenvektor zun diesem Eigenwert 1 ausgerechnet werden.

Diese Matrix wird uns als Beispiel fiir Eigenwertprobleme dienen.
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Kapitel 2

Referenz zur linearen Algebra

Wir stellen hier einmal die Grundbegriffe der linearen Algebra als Referenz kompakt
zusammen, so wie wir sie nutzen werden. Wir beschranken uns grundsatzlich auf
die Betrachtung von Vektorraumen liber K = R oder K = C, hdufig der Einfach-
heit halber nur auf R. Seien also im Folgenden immer U und V' Vektorrdume iber
K.

Hier werden keine Beweise oder dhnliches gegeben, sie sollten alles in lhrem Linea-
re Algebra—Skript finden (oder zum Beispiel in dem von Siegfried Echterhoff unter
https://ivwvshpp.uni-muenster.de/u/echters/Lineare-Algebral /Skript/).

2.1 Normierte Vektorraume

Grundlegend fiir alle numerischen Uberlegungen ist der Begriff der Norm, denn nur
so lassen sich Fehler messen.

Definition 2.1 (normierte Vektorrdume)
Sei V ein Vektorraum. || - || : V +— R= heifit Norm, falls

1) ||az|| = |a|||z||Va € K, z € V.
2) ||lz|]|=0< 2z =0.
3) Mz +yll < |zl + llyl| v,y € V.

(V.|| - ||) heiit normierter Vektorraum.

14



Beispiel 2.2 SeiV =R", p € [1,00], v = (v1,...,v,) € V.

n 1/p
[o]]p == (Z !vilp> (p < 00), [[v]]oc = max|u,]

=1
heift p—Norm (und ist eine Norm).

Beispiel 2.3 Sei V = C°(I) der Raum der stetigen Funktionen auf einer kompakten
Teilmenge I C R™, f € V.

1/p
151l = ([170Pdc) 0 < 0.l = sup £(0)

heifit p—Norm (und ist eine Norm).

Definition 2.4 (Banachraum) Sei (V,|| - ||) normierter Vektorraum. V heift
vollstdndig oder Banachraum, falls jede Cauchyfolge in V einen Grenzwert in V be-
sitzt (bzgl. || - || ).

Beispiel 2.5
(C°(I), || - ||2) ist nicht vollstdndig.
(C°(I), || - ||o) ist vollstindig.

Definition 2.6 (Vektorrdume mit Skalarprodukt, euklidische Vektorrdume)
(-,-) : V x V +— K heifdt Skalarprodukt, falls

1) (v,v) >0und (v,v) =0 v=0%Y e V.
2) (u,v) = (v,u) Vu,v € V.
3) (-, v)istlinear fiir alle festen v € V.

Ublicherweise wird auf euklidischen Ridumen die induzierte Norm
ol = (v,0)'2, veV

benutzt. V' heif3t dann Prd—Hilbertraum. Ist V' mit dieser Norm vollstindig, so heif3t
V' Hilbertraum.

Beispiel 2.7
1) SeiV = C™. Dann ist

(u,v) = u'v, u,v €V

ein Skalarprodukt.
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2) SeiV = C°(I). Dann ist

(f.9) = / f(@)g(@)dx, f.g eV

ein Skalarprodukt.

Wir werden beide stillschweigend als Standard—-Skalarprodukte auf den jeweiligen
Rdumen verwenden. Die induzierte Norm ist jeweils || - ||..

Satz 2.8 (Cauchy-Schwarz)
Sei V' ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Dann gilt

[(w, 0)[* < Jul P||o]]* Yu, v € V
und Gleichheit genau dann, wenn u und v linear abhdngig sind.

Die wichtigste Folgerung ist

Satz 2.9 Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt. Dann ist

o]l = (v,0)/%, v €V

eine Norm.
Satz 2.10 Sei V endlichdimensional und seien || - || und ||| - ||| zwei Normen aufV'.
Dannsind || - || und ||| - ||| dquivalent, d.h. 3Cy, Cy > 0:

Cilllo[l| < [[v]] < Col[Jv]]| Vv € V.

Eine wichtige Folgerung dieses Satzes ist: Wenn eine Folge in endlichdimensionalen
Raumen konvergiert beziiglich einer Norm, so konvergiert sie gegen den gleichen
Grenzwert beziiglich aller Normen.

2.2 Lineare Operatoren

Wir werden in dieser Vorlesung im wesentlichen Matrizen als Spezialfall linearer
Operatoren untersuchen. Im folgenden steht 7" immer fiir eine allgemeine lineare
Abbildung zwischen Vektorraumen, A fiir eine Abbildung zwischen endlichdimen-
sionalen Rdumen (die wir immer sofort mit einer Matrix identifizieren).

Definition 2.11 (lineare Operatoren) Seien U, V Vektorrdume. T : U — V heifit
linear genau dann, wenn

T(ax+y)=alz+ Ty, Va e K, x,y € U.
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Sind U und V endlichdimensional, so kann T durch eine Matrix A beziiglich vorge-
gebener Basen dargestellt werden. Falls U =V und T in zwei verschiedenen Basen
durch die Matrizen A und B dargestellt wird, so heifien A und B dhnlich, und es
gibt eine Matrix X mit

A=XBX !

Die Menge aller linearen Operatoren L(U, V') bildet auf natiirliche Weise selbst wie-
der einen Vektorraum.

Definition 2.12 (Adjungierte Abbildung)
Seien (U, (-,-)v) und (V. (-,-)v) Vektorrdume mit Skalarprodukt. Sei T' € L(U,V),
T* € L(V,U). Falls

(Tu,v)y = (u, T*v)ygYu € U, v €'V,
so heift T* die zu T adjungierte Abbildung.
Falls U =V und T = T, so heifit T selbstadjungiert.
Es gilt: Jede stetige Abbildung besitzt eine Adjungierte (ohne Beweis).

Beispiel 2.13 SeiU = C", V. = C™, A € L(U,V) (also A (n x m)-Matrix, wobei
wir immer unzuldssigerweise die Matrizen mit den Abbildungen identifizieren, die
sie darstellen). U und V' seien versehen mit dem Standardskalarprodukt. Dann gilt
firueU,veV

(Au,v) = u' A'D = u' (Atv) = (u, Atv)
und damit A* = At, iiber R natiirlich A* = At. Matrizen mit der Eigenschaft

A=A"= Al
heifien hermitesch, reelle Matrizen mit der Eigenschaft

A=A = A
heifsen symmetrisch.

Satz 2.14 (Rechenregeln fiir adjungierte Operatoren)

1. (TlTQ)* = T;Tf
2. (T =T.
3. TT* und T*T sind selbstadjungiert.
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Definition 2.15 (Eigenwerte und Eigenvektoren)
SeiT € L(U,U). v € U, v # 0. v heifit Eigenvektor zum Eigenwert A € C, falls
Tv = \v.

Definition 2.16 (Diagonalisierbarkeit)
SeiT € L(U,U), dimU < oc. T heiit diagonalisierbar, falls U eine Basis aus
Eigenvektoren v, von T besitzt. Es gilt

D=WI1ITW, W = (vjvy---v,), T = diag(\;).

Satz 2.17 Selbstadjungierte Operatoren haben reelle Eigenwerte. Eigenvektoren zu
unterschiedlichen Eigenwerten stehen senkrecht aufeinander.

Definition 2.18 (Positiv definite Operatoren)
Sei U Vektorraum mit Skalarprodukt, T € L(U,U). T heifit (symmetrisch) positiv
definit, wenn T selbstadjungiert ist und

(Tu,u) > 0Vu € U, u # 0.
Gilt nur >, so heif3t T positiv semidefinit.

Satz 2.19 Sei U Vektorraum mit Skalarprodukt, T € L(U,U) symmetrisch positiv
definit. Dann ist
(u,v)p = (Tu,v),u e U,velU

ein Skalarprodukt auf U.

Satz 2.20 Sei T € L(U,V). T*T ist positiv semidefinit. Falls T injektiv ist, so ist T
positiv definit.

Beweis: 7T ist selbstadjungiert, und (7"T'x,z) = (Tx,Tz) > 0. O

Den Satz {iber die Jordan—Normalform kennen Sie aus der Linearen Algebra I. Bitte
machen Sie sich klar, dass Ihre Formulierung der folgenden entspricht.

Satz 2.21 (Jordan-Normalform)
Sei A eine (n x n)—Matrix. v hei3t Hauptvektor k. Stufe zum Eigenwert X von A, falls

(A= MDFv=0,(A -1t #£0.
Hauptvektoren erster Stufe sind Eigenvektoren.

1. Jede Matrix besitzt eine Basis aus Hauptvektoren v;.

2. Sei J die Darstellung von A in dieser Basis, also

J=DB"1'AB, B = (vivy---v,).
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Dann ist J (fast) eine Diagonalmatrix, méglicherweise mit einigen Einsen
oberhalb der Hauptdiagonalen, auf der die Eigenwerte von A stehen.

Satz 2.22 Sei A hermitesche (n x n)—Matrix. Dann ist A diagonalisierbar. U besitzt
eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von A.

Korollar 2.23 Die Matrix A sei hermitesch. A ist positiv definit (semidefinit) genau
dann, wenn alle Eigenwerte von A positiv (nichtnegativ) sind.

Satz 2.24 Eine hermitesche Matrix ist genau dann positiv definit (semidefinit),
wenn alle ihre Hauptminoren positiv (nichtnegativ) sind.
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Kapitel 3

Fehler beim numerischen Rechnen

Fehler konnen beim numerischen Rechnen an mindestens vier Stellen entste-
hen:

1. Der Modellierungsfehler entsteht dadurch, dass wir ein (womadglich verein-
fachtes) mathematisches Modell zugrunde legen, das nicht die gesamte An-
wendung umsetzt. Beispiel: Im CT-Beispiel haben wir keine Streuung beriick-
sichtigt.

2. Der Diskretisierungsfehler entsteht dadurch, dass wir nicht die exakte ma-
thematische Formel implementieren. Beispiel: Approximation des Differen-
tialquotienten durch einen Differenzenquotienten.

3. Der Messfehler bewirkt, dass unsere Eingangsdaten nur eine endliche Genau-
igkeit haben.

4. Der Rechenfehler entsteht durch Rundung bei der Durchfiihrung der Rech-
nung.

Wir werden uns mit den Punkten drei und vier beschaftigen. Der Messfehler domi-
niert dabei liblicherweise den Rechenfehler.

3.1 Fehlerdefinitionen

Definition 3.1 (absoluter und relativer Fehler)
Seixz €V, (V,||-||) normierter Vektorraum, & eine Nédherung fiir x. Dann heift

||dx||, de =2 — %
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absoluter Fehler von z. Falls x # 0, so heif3t

_ lldz]|
€=
|||
relativer Fehler von 7.
Bemerkung: Es sei
~_ lda]]
€. —
|||

Dann gilt sofort

Fiir kleines € gilt also € ~ €.
Fiir z = 0 wird kein relativer Fehler definiert.

Natiirlich hdangen alle diese Definitionen von der verwendeten Norm ab. Im Allge-
meinen gibt die Anwendung eine Norm vor. Wir werden immer den relativen Fehler
betrachten.

3.2 Fehlerverstarkung

Auszuwerten sei die stetig differenzierbare Funktion f : R — R an der Stelle x € R,
zu berechnen ist also f(z). Statt x sei nur eine Naherung 7 = x + dz bekannt, wir
konnen also nur f(z + dx) berechnen.

7 hat also einen relativen Fehler von ¢ = %. Wie grof ist der dadurch verursachte
erwartete relative Fehler

|f(x + dx) = ()],
()] '

Mit dem Mittelwertsatz gilt sofort

3¢ € o — fdel, o+ i - LEFID IO _ ey

und damit
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[f (@ +dx) — f(=)| _ [f(Ollde] |z [f(O]]e]|de] _ —

= L5/ M

() F@l 2 @l a0
M = ! .
ye[xfilgfxﬂdxu F ) f(z)

Der Eingangsfehler e wird also durch den Faktor M verstirkt.

Wir betrachten sehr kleine Fehler e. Im Limes fiir e — 0 gilt | f'(y)| — |f/'(z)|. Wir
schatzen daher die Fehlerverstarkung ab mit dem Faktor

o @)

/()]

Diese Rechnung kann man genau so auch fiir Funktionen f : R™ — R ausfiihren.
Sei hierzu gegeben ein = + dx eine Naherung fiir x € R", und sei ¢; := ‘lcfl"‘ der
relative Fehler deri. Komponente.

Satz 3.2
Sei f : R™ — R stetig differenzierbar. Weiter seien x, dx € R". Dann gilt

f(o+d2) = (@) N~
_kz:; 9

|f (@)
7 of Ty
M; = sup Y
y€lz—|dz|,z+|dz|] |al‘z( >| f(I)
Weiter gilt
T of Li | _.
dlzigo M= oz <I)‘ flx)| M:.

Die M; heifsen Verstdrkungsfaktoren.

Liegen die M; in der Grof3enordnung von 1, so liegt der maximale Fehler in der
GroBenordnung der Eingangsfehler. Gilt M; >> 1, so ist der maximale Fehler viel
grof3er als die Eingangsfehler. Dieses Verhalten nennen wir gut bzw. schlecht ge-
stellt.

Definition 3.3 Ein Problem heif3t gut gestellt, falls kleine Eingangsfehler zu kleinen
Fehlern im Ergebnis fiihren. Ein Problem heifit schlecht gestellt, falls kleine Ein-
gangsfehler zu grof3en Fehlern im Ergebnis fiihren kénnen.

Wir schauen nun als Beispiel auf die Grundrechenarten.
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Beispiel 3.4 1. Multiplikation:

f(z,y) ===y
Es gilt
M, =lyl|=|=1, M, =1
X
Die Multiplikation ist immer gut gestellt.
2. Addition:
fzy) =z +y
Es gilt
Mx =1 - = - ) My = Y .
r+vy r+vy r+y

Mit M, = ‘ﬁ‘ wird M, sehr grof3, falls x ~ —y. Die Addition ist also

ein schlecht gestelltes Problem, falls x und y in der gleichen Gréf3enordnung
liegen und unterschiedliches Vorzeichen haben. Diese Situation nennen wir
Ausloschung.

Beispiel 3.5 zur Ausléschung: Es seix = 1.01, y = —1undx = 1,y = —1. Dann
hat = einen Fehler von ca. 0.01=1 %. Es gilt

flz,y)=2+y=001, f(z,y) =2+y=0
und damit fiir den relativen Fehler des Ergebnisses

_ @) — flx,y)l
| f(z, )]

Der Fehler hat sich also erheblich erhoht. Der Verstdrkungsfaktor ist

=1=100%

1.01
=" =101
0.01

und das erkldrt das schlechte Ergebnis.

Bemerkung: Der verstarkte Anfangsfehlerist ein unvermeidlicher Fehler. Dieser Feh-
ler entsteht nicht durch einen Algorithmus oder durch falsches Rechnen auf dem
Computer, auch bei exakter Rechnung macht man diesen Fehler.
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3.3 Maschinendarstellung reeller Zahlen

Ein Rechner kann nicht jede Zahl exakt darstellen, sondern wird nur eine endliche
Anzahl von Stellen bereitstellen. Naheliegend ware es vielleicht, eine Zahl auf dem
Rechnerin einer Basis b (auf dem Rechner b = 2, hier der Einfachheit halber b = 10)
darzustellen als

mpMp—1...M1.M_1M_2...M_;.

Zahlen mit mehrals n + 1 Stellen lie3en sich dann sofort nicht mehr darstellen. Aus
diesem Grund multipliziert man zundchst die Gréenordnung heraus und reprasen-
tiert die Zahlen in der normalisierten Darstellung

+0.mimg ... myb°

mit m; # 0 (die Null passt dabei nicht und erhalt eine Sonderdarstellung). Einige
Beispiele fiir normalisierte Darstellung im Zehnersystem:

10 = 0.1-10%
0.23 = 0.23 - 10°
0.0000001 = 0.1 - 1076

Definition 3.6 (Gleitkommazahlendarstellung nach IEEE 754, 1985)
Seien b >= 2 (Basis), p >= 1 (Mantissenldnge) fiir ein Format fest gewdhlte ganze
Zahlen. Dann ist die Menge M der Maschinenzahlen definiert durch

p
M = {:I: (kab_k> b, mp,e €2, 0 <my <b—1, m # O} U {0}.
k=1

Auf Computern gebrauchlich sind die Werte b = 2 und p = 23 (single precision float)
und p = 52 (double precision float).

Bemerkung: Eigentlich hat man noch eine Bedingung an e, aber die sei so groRziigig
gewahlt, dass sie fiir uns nicht ins Gewicht fallt.

Will man nun eine Zahl auf den Rechner bringen, ist das im Allgemeinen nicht exakt
moglich, sie muss auf die nachstgelegene darstellbare Zahl gerundet werden. Die
dazu verwendete Funktion nennen wir Rundungsfunktion.
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Definition 3.7 Eine Rundungsfunktion zu einer Menge von Maschinenzahlen M ist
eine Funktion rd : R — M mit der Eigenschaft

— 2| < mi — x|
[rd(z) — 2| < min |y — 2|

Diese Funktion ist nicht eindeutig definiert. Im Zehnersystem kann man etwa die 5
nach oben oder unten runden, beide Méglichkeiten sind in den Standards zugelas-
sen und wahrend der Rechnung wahlbar.

Fiir uns ist natiirlich entscheidend: Wie grof3 ist der maximale relative Fehler, wenn
wir eine Zahl auf den Rechner bringen? Dazu betrachten wir ein kurzes Beispiel mit
b =10 und p = 2 mit einer zugehdrigen Rundungsfunktion rd.

Die unbekannte Zahl x sei zu m = 0.44 - 10° gerundet worden. Dann muss = zwi-
schen 0.435 - 10° und 0.445 - 10° liegen. Der maximale Fehler ist also

10 b
0.005 - 10° = 1073 > 10¢ = b—p—lﬁbe.

Diese Rechnung gilt fiir alle Zahlen. Nach Definition der Maschinenzahlen ist m; #
0, d.h. fiir alle Zahlen ist m > b='4¢. Also gilt fiir den relativen Rundungsfehler

rd®) — T e eps = b
rd(z) |~ P3, €pS = 2
Satz 3.8 (Abschdtzung des Rundungsfehlers)
rd(z) — x
— _TI<
| rd(z) | < eps
und
rd(z) —z
|————| <eps.
i
Beweis: Teil 1 mit der obigen Rechnung, Teil 2 mit derselben Idee. O

Esist eps ~ 1077 fiir einfach und eps ~ 1071° fiir doppelt genaue Zahlen.

Wenn wir eine reelle Zahl auf den Rechner bringen, entsteht also ein zusatzlicher
Fehler. Weiter sind die Maschinenzahlen nicht abgeschlossen. Es gilt etwa fiir x =
0.11 € M in dem obigen Format:

r-x=0121 ¢ M,
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d.h. das Ergebnis muss wieder gerundet werden, mit zusatzlichem Fehler. Dieser
Fehler ist sehr klein, viel kleiner als der Messfehler. Trotzdem kann er wichtig sein,
namlich dann, wenn in einer Rechnung eine kiinstliche Ausloschung auftritt.

3.4 Stabilitat

Wir betrachten als Beispiel die Funktion f(z,y) = x+y, die wirausrechnen mit dem
Rechenweg f(z,y) = (z+2)+(y—Z) fiir eine grofle Zahl Z. Es seien die Vorzeichen
von z und y gleich, d.h. wir wissen bereits, die Aufgabe ist gut konditioniert, der
unvermeidbare Fehlerist in der Gr6enordnung der Eingangsfehler.

Wir setzen nun x = y = 1 und Z = 1000 und bringen diese Zahlen auf den Rechner
von oben, also p = 2 und b = 10. Dann ist eps = 0.05. Es ist x + Z = 1001, dieses
Ergebnis wird gerundet zu 0.1 - 10%. y — Z = —999 wird gerundet zu —0.1 - 10*. Auf
dem Rechnerist dann das Gesamtergebnis 1000 — 1000 = 0, der Fehler betragt also
100%, und das ist viel groBBer als der Eingangsfehler.

Definition 3.9 Algorithmen, die einen Fehler liefern, der in der Grof3enordnung des
unvermeidlichen Fehlers liegt, heifSen stabil. Ansonsten heif3en sie instabil.

Es sieht vielleicht so aus, als sei das ja auch unsinnig, so etwas zu tun (eine Zahl
erst addieren und dann subtrahieren). Manchmal tut man das aber implizit, und
tatsdchlich ist das bei der pg—Formel zur Losung quadratischer Gleichungssysteme
der Fall. Wir betrachten

_ b (13)2 _
X1 9 + 9 q

Hier gibt es zwei gefdhrliche Stellen (Ausléschung): Die Subtraktion unter der Wur-
zel und die duflere Addition der Wurzel. Wir betrachten den zweiten Fall. Falls
lq| << p,soistderWertderWurzelin der Gr68enordnung von £. Daherhaben daher
die beiden addierten Zahlen unterschiedliches Vorzeichen und liegen in derselben
Groflenordnung, wir erwarten Ausloschung. Im Jupyter Notebook wird gezeigt, dass
dies tatsdchlich der Fall ist, und dass der auftretende Fehler viel grof3er ist als der
unvermeidliche Fehler. Dies lasst sich korrigieren durch Anwendung des Satzes von
Vieta.

Korollar 3.10 Die pg—Formel zur Berechnung der Losung quadratischer Gleichungs-
systeme ist instabil.
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3.5 Induzierte Matrixnorm

Im Folgenden wollen wir den unvermeidlichen Fehler fiir Systeme linearer Gleichun-
gen der Form Az = b untersuchen. Dazu wollen wir zulassen, dass A und b feh-
lerhaft sind, d.h. statt A, b stehen nur Naherungen A = A + dA, b = b + db zur
Verfligung. Wir [6sen also das fehlerbehaftete Gleichungssystem Az = b.

Um den Fehler dA zu messen, benotigen wir sinnvolle Matrixnormen. Die wollen wir
zundchst definieren und untersuchen.

Naheliegend ware es, die Norm einer Matrix einfach auf den einzelnen Koeffizienten
zu definieren, wie bei den Vektoren auch, also

1
1Al = O [Argl") 7 bzw. || Al = max | Ay |
k.j
flir p < oo. Flir p = 2 hei3t diese Norm z.B. Frobenius—Norm.

Der Vorteil dieser Normen ist, dass sie schnell auszurechnen sind. Der Nachteil ist,
dass sie nicht notwendig vertraglich sind mit der Vektorraumnorm (d.h. es gilt nicht
|| Av|| < [|A]|||v]])- Fiir die Zwecke dieser Vorlesung sind sie damit im Allgemeinen
unbrauchbar.

Zur Motivation: Sei in unserem Problem dA = 0, also A = A. Dann giltz = A~
Der relative Fehler von = gegen die wahre Losung x ist dann

12—l _ [JAT(b+db) — A7'[| _ [|[A” db]]
|| || Izl

Wir wollen nun den Zahler abschatzen. Fiir die Matrizen haben wir noch keine Norm
festgelegt. Naheliegend wére eine Definition fiir || A~!||, so dass gilt

[|A™ db|| < [|A7Y]| [|db]| Vdb € R™,

und natiirlich sollte diese Grenze méglichst klein sein. Teilen durch ||db|| legt na-
he
A~ db||
A7Y| = su H—
=3

Wir definieren daher

Definition 3.11 (induzierte Matrixnorm)
Sei Ain R™™, und seien || - ||gm und -||gn Normen im R™ bzw. R™. Dann heif3st

Azxllg x
I|A|| .= sup —H [l = sup ||A |lgn = sup ||Az||
verRmz£0 ||Z|[Rm  zermazo  ||T||Rm eR™ [|2]|=1
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(induzierte, vertrdgliche) Matrixnorm von A.

Die erste Frage ist natiirlich: Ist das wohldefiniert, d.h. ist das sup < oo, und ist dies
eine Norm?

Satz 3.12 Die Matrixnorm ist wohldefiniert und ist eine Norm.

Beweis: Mit den Bezeichnungen aus Wir werden gleich zeigen, dass in der
Supremumsnorm || - || gilt

[ Ao

1] oo

VAIM eR:

< MVzeR™ x#0.

Wegen der Normdquivalenz[2.10|gibt es Zahlen ¢; und ¢, mit
1Az [[gn < e1]|Az]oo, [|2]|rn = caf |2]]o0
und damit

Azl _ e [|Aall
ellen = @ flelle @

SNV eR™, 2 #£0.
2

Also ist der Quotient nach oben durch eine Zahl beschrankt und das Supremum ist
endlich. Die Normeigenschaften zeigt man durch einfaches Nachrechnen. O
Im Folgenden werden wir die Indizes an den Normen weglassen.

Satz 3.13 (Eigenschaften der induzierten Norm)
Sei A € R™™, x € R™. Dann gilt

[Az|| < [|A[]|[=|].
Sei B € R™*", Dann gilt
|ABI| < [[A][[|B]]-
Beweis: .
||Az|| = HAWH ||z ]| < [|Al] ||| (z # 0).
|AB]| = Sup |ABz|| < ||SIH11_>1||AII ||Bz|| < Hs1H1_pl||A|| | B[ ||| = [|A[l[|B]]-

O

Korollar 3.14 Lineare Abbildungen auf endlichdimensionalen Vektorrdumen sind
stetig.
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Beweis: Sei alles wie in Sei x;, eine Folge in R™, die gegen x konvergiert. Dann
gilt
[Azy — Azl|| < ||A[| ||zx — || = 0,

also konvergiert Az, gegen Ax und die Abbildung xz +— Ax ist stetig. O

In endlichdimensionalen Banachrdaumen wird das Infimum angenommen (die Ein-
heitskugel ist kompakt). Um zu zeigen, dass || - || eine induzierte Matrixnorm ist, ist
also zu zeigen:

L[| Az]] < [[A]}[Jz][Ve € R™

2. 3z € R™: || Az = ||Al|||z].
Wir berechnen die Matrixnorm an zwei Beispielen, || - || und || - ||2.

Beispiel 3.15 Sei A = (A, ;) € R™™ nicht die Nullmatrix. Wir bestimmen ||A||.
Sei dazu x = (xy) € R™ beliebig. Nach Definition der Supremumsnorm gilt

5] < [[]]o0 V7.

Dann gilt:

1Azl = 11> Akjaslloe = max| - Agyrg] < max D [Agas| < max S |Ag | llal o
J J J J

und damit || Al| < max; 3" |Ag|.

Zu zeigen ist noch, dass diese Grenze angenommen wird. Sei k der Index, an dem
das Zeilenmaximum angenommen wird, also

max Y 4] = 3 4y,
J J

SeiT € R" mitT; = sgn(Ay ;) mit der Definition

1 y>0
sgn:R— R sgn(y) =<0 y=0
-1 y<0

Mit dieser Definition giltVy € R : ysgu(y) = |y|, also fiir unser T mit ||z|| = 1:

14311 > (AD)5 = D7 A 75 = 1 Ag | = max > Al
J J J
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und damit
[14]|oe = max > A
j

Wichtiger als die co—Norm ist die 2—Norm. Wir erinnern zunachst an einige Defini-
tionen und Satze der Linearen Algebra.

Seien z,y € C™. Dann sind das euklidische Standardskalarprodukt und die eukli-
dische Norm definiert durch

(z,y) = 2'g, [|2][3 = (z, 2).
Wir werden hdufig die Adjungierte einer Matrix benutzen, definiert durch

A* = At (2.12).

Dann ist A*A positiv semidefinit, und der R™ besitzt eine Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren v, von A*A zu Eigenwerten )\, > 0. Eigenwerte seien immer dem
Betrag nach geordnet, d.h.

Al > Ao >0 > Al

Seien z,y € C™. Da die v, eine Basis bilden, lassen sich x und y in dieser Basis
darstellen:

Tr = Zakvk
k
y=> B,
j
Dann gilt
= (D awon Y Boy) = Y Bl v;) = Y awbi
k j k.j k

denn (v, v;) = dx; mit dem Kronecker-é.

l][* = (2, 2) = ) lowf?
k

Insbesondere gilt daher

und
|Az|]? = (Az, Az) = (A*Az, z) Zmakﬁ
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Definition 3.16 Sei B € C™*™. Dann heif3t
p(B) = max{|\| : \Eigenwert von B}

Spektralradius von B.

Mit unseren Definitionen von oben gilt also
pA"A) = [\i| = Au.
Satz 3.17 Sei A € C™*™. Dann gilt

1All2 = p(A*A)"2.

Beweis: Wir miissen nur noch einsetzen. Mit unseren Bezeichnungen von oben gilt
fiirjedes z € R™

1Azl =D Aelaw® < MYl = p(AmA)|l2][5.
k k

Aufderdem gilt
||Av|[5 = (A" Avy, 1) = M (v, 01) = M]3
Nach Ziehen der Wurzel gilt also fiir alle z € R™
||Az[]y < p(A*A)?[|x][y

und Gleichheit fiir = vy, also ist p(A*A)1/2 = ||A]|5. O

3.6 Fehler bei linearen Gleichungssystemen

Mit diesem Hintergrund konnen wir nun die Fehlerverstarkung betrachten. Wie oben
wollen wir [6sen ein Gleichungssystem Az = b, A invertierbar. Fiir A steht uns nur
eine Naherung A= A+ dA zur Verfiigung, fiir b eine Naherung b = b+ db. Wir
konnen also nur das Gleichungssystem

b= A7 = (A+dA)(z +dz), T =z + dx.

[6sen. Wie grof3 ist der relative Fehler von z, also ““d;" ?
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Zunichst wollen wir kldren, unter welchen Voraussetzungen A Uberhaupt invertier-
bar ist. Dies ist natiirlich nicht immer der Fall, wenn etwa gilt A = I und wir uns
vermessen im Element (1, 1), so entsteht

=6)

und die Matrix ist natiirlich nicht invertierbar. Wir fragen daher zunachst: Wie stark
darf man eine Einheitsmatrix verandern, damit sie invertierbar bleibt? Die Antwort
gibt

Satz 3.18 (Neumannsche Reihe)
Sei A € R™™ mit ||A|| < 1 fiir (irgend-) eine induzierte Norm. Dann ist (I — A)
invertierbar, und

(I-A)"'= iA’f.
k=0

Beweis: Dies ist natiirlich nichts anderes als eine geometrische Reihe, nur dass man
statt einer Zahl eine Matrix einsetzt. Der Beweis ist exakt der gleiche.

Wegen ||A|| < 1 bilden die Partialsummen von ;7 , A* eine Cauchyfolge, also
konvergiert die Summe. Es gilt

(I-A)) Ar=T-A" 1,
k=0

und damit .
d A= (- A"
k=0

[
Bemerkung: Dieser Satz ist iberraschend. Bewiesen wird etwas, das nicht von der
Norm abhangt (Invertierbarkeit einer Matrix), aber die Bedingung hangt von der
Norm ab. Die Bedingung ist also sicherlich nur hinreichend, nicht notwendig.

Korollar 3.19 Sei A € R™*"™ invertierbar, dA € R"*". Weiter sei
¢ = [[A7[]ldA| < 1.
Dann ist (A + dA) invertierbar und

|A™H]
1—gq

1(A+dA)"| <
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Beweis:
(A+dA) = A(I — (—A7'dA))

ist invertierbar nach[3.18|

I(A+dA)7| = IIZ ATl A AT
< IIA‘1||Zq’“
k=0
1
= |[A7—

l

Dieser Satz lasst sich so interpretieren: Die Matrix A sei invertierbar. Bekannt ist
eine Approximation A. Falls ||[A—A]| klein genug ist, so ist auch A invertierbar.

Korollar 3.20 Die Menge der invertierbaren (n x n)—Matrizen ist offen.

Als Anwendung berechnen wir jetzt den unvermeidbaren Fehler bei der Losung ei-
nes linearen Gleichungssystems
Ar=1b

mit einer invertierbaren n x n—Matrix A und b € R". Wir bestimmen also eine
Abschatzung fiir den Fehler, der entsteht, wenn die Koeffizienten der invertierba-
ren Matrix A oder des Vektors b nicht genau bekannt sind, sondern statt dessen nur
Ndherungen A = A+ dA und b = b + db zur Verfiigung stehen und wir ersatzweise
die Losung des Gleichungssystems

(A+dA)z =b+db

berechnen.

Sei zundchst n = 2. Dann kdénnen wir die Losung des Gleichungssystems als
Schnittpunkt zweier Geraden im R? graphisch bestimmen. Kleine Anderungen in
den Koeffizienten fiihren zu kleinen Anderungen in der Lage der Linien. Aber: Falls
die Linien fast parallel liegen, fiihrt eine kleine Anderung in der Lage der Linien zu
groen Anderungen beim Schnittpunkt. Die Verstiarkung des Eingangsfehlers muss
also von der Richtung der Linien, also von A, abhdngen.
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Abbildung 3.1: Graphische Ldsung von Gleichungssystemen: Links gut gestellt,
rechts schlecht gestellt. Kleine Anderungen der horizontalen Geraden (gestrichel-
te Linie) fiihren zu kleiner (links) oder grofer (rechts) Anderung des Schnittpunkts
mit der zweiten Geraden.

Satz 3.21 Sei A € R"*™ jnvertierbar. Sei x € R™ und Ax = b. Sei weiter dA € R™*"
und db € R". Es sei
k(A) = [|A]l - [|A7Y]

die Kondition von A und es gelte

||dAl

0 < 1
1Al

q=Fk(A)

Dann ist A+ dA invertierbar. Sei & = x + dx die L6sung von
(A+dA)x = (b+ db).

Dann gilt fiir den relativen Fehler in der L6sung

ldz]| _ k(A) [labl] — [ld4]]
=l — 1—q |10]] Al
—— ——

rel.Fehlerin b rel. Fehlerin A

Die relativen Fehler in A und b werden also (héchstens) um den Faktor
M =k(A)/(1—q)
verstdrkt.

Fur sinnvolle Anwendungen ist ||dA|| klein gegen || A]], also ¢ ~ 0 und damit M ~
k(A).

Beweis: Nach ist A+ dA invertierbar, und es gilt

A7
Ly < A
(A +day) < S
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Es gilt
(A4 dA)(z + dzx) = (b+ db)

und damit wegen Az = b
(A+dA)dx =db—dAx

und
de = (A+ dA)*l(db —dAx),

also insbesondere
|d]] < [|(A+dA)~H[([ldb]| + [|dA]|[|]]).

Fiir den relativen Fehler fiirx # 0

ldz] HA‘lll(Hdbll )
< +|dA
Tl S 1=g Uy Al
) k<A>< 1| +||dA||>
g \TATn Tl
k<A><||db|| ||dA||)
< +
T \ 1l Tl
wegen |[b]] = || Azl] < [14]][la]|
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Kapitel 4

Direkte Losung linearer
Gleichungssysteme

Fast jedes praktische Problem fiihrt am Ende nach langer Modellierung auf ein li-
neares Gleichungssystem. Deshalb ist ihre Losung von fundamentaler Bedeutung
fiir die Angewandte Mathematik. Wir betrachten zunachst direkte Verfahren, die in
endlicher Zeit eine Losung liefern, gegeniiber iterativen Verfahren, bei denen eine
Folge ausgerechnet wird, die gegen die Losung konvergiert. Direkte Verfahren sind
dabei typischerweise langsam fiir groBe Matrizen und spielen heute eine unterge-
ordnete Rolle.

Eine gute Quelle fiir klassische Algorithmen und Analysen zu diesem Bereich ist das
Buch von Golub und van Loan, Matrix Computations.

4.1 GauB-Elimination und L R—Zerlegung

Die Gau3—Elimination sollte bereits aus der Schule bekannt sein. Wir rechnen trotz-
dem zur Einflihrung ein Mikro—Beispiel.
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Zeilenoperation

3 1 + 2 xy + T3 = 8
6 1 + 5 a2 — 4 a3 = 12 Iy =2 II—Iyl = AWx =pW
-3 Ty + Ty — 2 r3 = -3 l31:—1 [I[—l;gl[
3 Ty + 2 To + T3 = 8
To — 6 T3 = —4 = A(z)X:b(2)
3 To — I3 = 5) l32:3 ]]]-lgg]]
3 1 + 2 x5y + T3 = 8
o — 6 r3 = —4 = A(3)X:b(3)
17 x5 = 17

Durch Riickwartseinsetzen ergibt sich damit

23 =17/1T=1, 20 = (—446)/1 =2, 25 = (8 =1 —2-2)/3 = 1.

Wir werden Algorithmen immer in einem Pseudocode formulieren.

Zu losen sei Az = b, A € R™™" ph ¢ R". Setze AV = A und b = b. Es sei
Ak = (ag.’f)) USW.

Firi=1...n—1
Zur Konstruktion des Gleichungssystems AG+1 g = p(+h)
Ubernehme die ersten i Gleichungen, d.h. die ersten i Zeilen.
Firj =i+ 1.
(
lj; = {3 falls a ) £ 0.

Firk=17+1.
a(erl)

b (i+1) b(z —l b(z)
J

Setze die restllchen Elntrage auf 0.
Fire=n...1

zi = (0" = Xy aa; ) Ja)

Hierbei bendtigen wir die Matrizen A*) zur Berechnung der Lésung nicht, es liegt
also nahe, jeweils A% mit A% +1 zu iiberschreiben. Es wird also im Laufe des Algo-
rithmus kein zusatzlicher Speicherplatz bendétigt.
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Wir bestimmen den Aufwand zur Losung des Systems. Wir vereinbaren zundchst:
Da Addition und Multiplikation fast immer zusammen auftreten, zahlen wir sie als
eine Rechenoperation. Tatsdchlich sind moderne Rechnerarchitekturen in der Lage,
diese beiden Operationen gleichzeitig durchzufiihren (fused multiply add).

Fiir das Auflosen des Gleichungssystems werden dann

nz_: Xn: <2+ En: 1) = é(2n3+3n2—5n) = é”("— 1)(2n + 5)

i=1 j=i+1 k=i+1
Rechenoperationen und n Divisionen bendtigt, wobei wir fiir die einzelnen Divisio-
nen jeweils einmal den Kehrwert der a!? ausrechnen und dann mit ihm multiplizie-

ren. Die Division ist namlich tatsachlich recht aufwandig, einen Algorithmus zu ihrer
schnellen Berechnung (mit einigen Rechenoperationen) werden wir im Kapitel tiber
die Newton-Iteration herleiten.

Zur Durchfiihrung des Riickwartseinsetzens erhalten wir

n n

S+ > ) =n?2+7/2n.

i=1 j=i+1

Alle Berechnungen dieser Art interessieren uns immer nur fiir gro3e n. Dann domi-
nieren aber sofort die Terme mit hoher Potenz die mit kleiner, und nur der Leitterm
mit der hochsten Potenz ist interessant. Es wiirde also reichen, den grofiten Term
(mit einer Abschatzung fiir den Rest) zu kennen.

Fiir h nah bei 0 ist es genau umgekehrt: Hier ist etwa h? << h, d.h. hier sind die
kleinen Potenzen wichtig. Wir definieren daher das Landau-Symbol:

Definition 4.1 (Landau-Symbole)
1. Sei f : N+— N.

f(n) = O(nP) fiirgrofen < 3C > 0: |f(n)] < CnPV¥n > 0.

2. Sei f :R—R.
f(h) = O(hP) fiir kleine h < 3C > 0: |f(h)| < C|h|PV|h| < 1.

Beispiel 4.2

1. O(n®) = 0P firo < a < B.
sin(n) = O(1).
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2. O(h®) = O(WP) fiira > 8 > 0.

Mit dieser Konvention gilt

Satz 4.3 Die Auflésung einer Gleichung mit n Unbekannten mit dem Gauf—
Algorithmus bendétigt n®/3 + O(n?) Rechenoperationen und n Divisionen.

Bemerkung:

1.

Die Cramersche Regel rechnet die Determinanten der Matrix aus, was bei di-
rekter Berechnung die Komplexitat n! hat (und damit vollig unbrauchbar ist).

. Die Gauss—Elimination ist durchfiihrbar genau dann, wenn alle ag) # 0 (denn

dann koénnen wir die Divisionen durchfiihren).

Falls a§? = 0, aber a,(fi) # 0 fur ein k > 14, so vertausche die k. und die 7. Zeile
des Gleichungssystems (was die Losung natiirlich nicht andert).

Falls a,(fl.) = O fir alle £ > ¢, so ist z; aus den Gleichungen ¢ bis n bereits eli-
miniert, und der 4. Schritt muss gar nicht erst durchgefiihrt werden. In diesem
Fall hat A®) die Form

0 =

0 0 =%

0 0 0 % =
: S S
O -+ 0 0 * =

Entwicklung der Determinante nach der ersten Spalte zeigt sofort: Dann ist
AW singuldr, und damit auch A. Falls A invertierbar ist, kann dieser Fall also
nicht auftreten.

Die Gauss-Elimination ist auf einer Permutation des Systems immer ausfiihr-
bar.

Fehleranalyse: Eine genaue Fehleranalyse ist fiir den Gauf—Algorithmus
schwierig. Wir betrachten nur die Berechnung von z;. 2; wird berechnet durch

1 n
.fl = — (b1 — Zalkfk) .
ai 2

~~
aiixri
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Ist nun |aq;24| klein gegeniiber by, so kann dies nur dadurch entstanden sein,
dass in der Differenz Ausloschung aufgetreten ist. Fehler werden also stark
verstadrkt, wenn |ay;| klein ist. Wir ordnen deshalb im 4. Schritt die Gleichun-
gen so an, dass das Diagonalelement in deri. Spalte unterhalb der Hauptdia-
gonalen betragsmaximal ist, dass also gilt

oy’ | = max |a]).

Diese Strategie hei3t Spaltenpivotsuche und macht den GauBalgorithmus be-
reits zu einem stabilen (in praktischen Fallen).

Wir rechnen dazu ein kurzes Beispiel, zundachst ohne Pivotsuche. Wir benut-
zen zur Rechnung einen Rechner mit b = 10 und p = 2, also mit zwei Stellen.

10_4 T + Ty = 1—|—10_4
ry + To = 2
1074 xry + T = 1

(—10* +1) 2, = —10*+2

—_—— ——

——_104 =-104

und damit 7, = —10*/ —10* = 1und#; = (1 —1)/10~* = 0. Daz = (1,1)
die korrekte Losung ist, hat z; einen Fehler von 100% (genau wie oben vor-
ausgesagt sorgt die Ausloschung beim Riickwartseinsetzen fiir einen groRen
Fehler). Die Kondition der Matrix ist kleiner als drei, dieser Fehler ist also nicht
unvermeidbar. Nun dasselbe mit Pivotsuche:

x| + Ty = 2
10_4 x|y + To = 1 + 10_4
r, + To = 2
(1-107" 2y = 1—2-107*
—— ——

=1 =1

und wir erhalten die korrekte Losung x5 = 1, z; = 1.

Die Matrix A™ hat Zeilenstufenform, d.h. unterhalb der Hauptdiagonalen stehen
nur Nullen.

Definition 4.4 Sei A € R"*". Falls alle Elemente unterhalb der Hauptdiagonalen
Null sind, so heif3it A rechte obere Dreiecksmatrix.

Entsprechend heifit A linke untere Dreiecksmatrix, falls alle Elemente oberhalb der
Hauptdiagonalen Null sind.

Falls auf der Hauptdiagonalen von L nur Einsen stehen, so heifit L normiert.
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Definition 4.5

1. Eine normierte linke untere Dreiecksmatrix L = (l;) heifst Elementarmatrix,
wenn nur in einer Spalte i unterhalb der Hauptdiagonalen Eintrdge ungleich
0 stehen.

2. Eine Matrix P € R™*™ heifst Permutationsmatrix, falls in jeder Zeile und Spalte
genau eine 1 auftaucht und alle anderen Eintrdge 0 sind, d.h.

. . , 1, k=o;
Joe{l...n} :Uk#ajfurk7éjaai,k:{() ]f%Z. :

Beispiel 4.6
1
, 1
(@) —
L —liz1; 1
Lo 1
ist Elementarmatrix.
1 1
_ 1 e |1
P = uE P = ]
1 1

sind Permutationsmatrizen zu o = (2, 3,4, 1) bzw. (4, 1, 2, 3). Offensichtlich gilt
PP'=P'P=1.

Bemerkung:

1. LA lasst die ersten i Zeilen von A konstant und subtrahiert jeweils von den
Zeilenj =i+1,...,ndasl;;~fache der. Zeile. Dies ist genau die Operation,
die den i. Eliminationsschritt durchfiihrt.

2. Diese Operation kann man riickgdangig machen, indem man auf die Zeilen j =
i+ 1,...,n das [;;—fache der i. Zeile addiert. Die Inverse von L erhdlt man
also einfach durch Streichen des Minuszeichens.

3. Das Produkt zweier Elementarmatrizen L® L+ zu den Spalten i und i + 1
ist eine normierte linke untere Dreiecksmatrix, die unterhalb der Hauptdiago-
nalen die Elemente /;; und [; ;1 ; enthalt.
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Begriindung: Statt erst ein Vielfaches der (i + 1). und dann ein Vielfaches der
1. Zeile zu addieren, kann man beides gleichzeitig tun.

4. PA bringt die Zeilen von A in die Reihenfolge o ... 0.

Offensichtlich sind das genau die Matrizen, die wir zur exakten Beschreibung des
Gauf3—Algorithmus bendotigen. Wir formulieren dies als

Satz 4.7 (LR-Zerlegung)
Sei A eine n x n—Matrix. Dann gibt es eine Permutationsmatrix P zur Permutation o,
eine normierte linke untere Dreiecksmatrix L und eine rechte obere Dreiecksmatrix
R (alles (n x n)), so dass

PA=LR.

L und R heien LR—-Zerlegung von PA.

Beweis: Wir wissen bereits, dass die Gausselimination auf einer Permutation der
Matrix durchfiihrbar ist. Sei PA diese Permutation.

Es sei AV = PA. Dann gilt A® = LMWAD = [WpA AG) = [2ACQ) =
LALMPA usw. Insbesondere

R:=AM == .. 1MWpAa.

Damit gilt
PA= (LW~ t... (L)~ R,
L
Nach Vorbemerkung 2 und 3 gilt
1
L= l2.’1 : )
ln,l o ln,n—l 1

insbesondere ist IR rechte obere und L normierte linke untere Dreiecksmatrix. O

Fiir unser Beispiel vom Anfang, das wir ohne Zeilenpermutationen durchgefiihrt hat-
ten, gilt
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Im zweiten Beispiel zur Spaltenpivotsuche gilt
0 1
(00,
Bemerkung:

1. Sei PA = LR. Dann kann Ax = b gelost werden durch

Ar =b < PAz = Pb
<— LRx=Pb
< Ly=Pb, Rr=y

Dabei wird y bestimmt durch Vorwértseinsetzen (Auflosung der Gleichun-
gen von vorn nach hinten) in Ly = Pb und x durch Riickwédrtseinsetzen
(Auflosung der Gleichungen von hinten nach vorn) in Rz = y.

2. Nicht jede invertierbare Matrix besitzt eine L R—Zerlegung. Angenommen, es

gilt etwa
01\ (10 ' b c\ _ b c
10/) \al 0 d) \ab ac+d |-
Dann gilt offensichtlich b = 0, also ab = 0 4.

3. Es gibt singuldre Matrizen, die eine L R—Zerlegung besitzen.
00 _(10Y) (00
00) \01 00
4. Die LR-Zerlegung mit Spaltenpivotsuche und Vorwdrts—Riickwdrtseinsetzen

ist fiir praktische Zwecke ein gutartiger Algorithmus zur Bestimmung der
Losung eines linearen Gleichungssystems.

5. Der Aufwand zur Berechnung der LR-Zerlegung betragt n®/3 + O(n?) Re-
chenoperationen (+n Divisionen). Der Aufwand fiir das Einsetzen betragt
n?+ O(n).

Satz 4.8 (Eindeutigkeit der L R—Zerlegung) Sei A eine invertierbare n x n—Matrix.
Falls A eine L R—Zerlegung besitzt, so ist diese Zerlegung eindeutig.

Beweis: Wir benutzen ohne Beweis das Lemma: Die linken unteren und rechten obe-
ren Dreiecksmatrizen bilden einen Ring, d.h. Summe, Produkt und Inverse sind wie-
der linke untere bzw. rechte obere Dreiecksmatrix. Produkte von normierten Drei-
ecksmatrizen sind wieder normiert.
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A besitze die LR—-Zerlegungen (L, R) und (L', R'). Da A invertierbar ist, sind auch
die Dreiecksmatrizen invertierbar. Es gilt

A=LR=LR = (I')"'L=RR'=Z

Z ist Produkt linker unterer normierter Dreiecksmatrizen, also selbst wieder nor-
mierte linke untere Dreiecksmatrix. Andererseits ist Z Produkt rechter oberer Drei-
ecksmatrizen, also selbst wieder rechte obere Dreiecksmatrix. Damit ist Z Diago-
nalmatrix und hat, weil sie normiert ist, 1 auf der Hauptdiagonalen, ist also die Ein-
heitsmatrix. Damit gilt

L=LundR=R.
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Kapitel 5

Uber- und unterbestimmte
Gleichungssysteme

Wir haben bereits in der Einleitung gesehen, dass in Anwendungen nicht notwen-
dig die Anzahl der Gleichungen und Variablen in einem linearen Gleichungssystem
ibereinstimmen. Sollen etwa bei einer Landvermessung Positionen bestimmt wer-
den, so macht man typischerweise mehr Messungen als notwendig, um Messfehler
ausgleichen zu kénnen. Das bekannteste Beispiel findet sich bei Gauss, der die
Theorie dazu in seinem Buch “Theoria combinationis observationum erroribus mi-
nimis obnoxiae” verdffentlichte (die Society for Industrial and Applied Mathematics
hat freundlicherweise fiir die Nicht-Lateiner eine englische Ubersetzung veroffent-
licht). Der alte 10 DM-Schein erinnerte an diese Arbeit von Gauss. Eine andere Mo-
tivation ist die Betrachtung von Ausgleichsgeraden (fiir beide Beispiele siehe Vorle-
sung).

Mogliche Probleme bei der Losung sind:

1. Es gibt keine Losung (iberbestimmtes System), im allgemeinen mehr Glei-
chungen als Unbekannte

2. Es gibt unendlich viele Losungen (unterbestimmtes System), im allgemeinen
weniger Gleichungen als Unbekannte
5.1 Kleinste Quadrate-Losung
Falls es keine Losung gibt, suchen wir Vektoren x*, fiir die das Residuum Az* — b

zwar nicht 0, aber doch moglichst klein ist. In diesem gesamten Kapitel verwenden
wir dazu die euklidische Norm.
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Definition 5.1 (kleinste Quadrate-Losung, least squares solution) Sei A € R™*",
b € R™ z* € R" heifit kleinste Quadrate—-Lésung (kQL) von Az = b genau dann,
wenn

||[Az* — b||3 < ||Az — b||3Vz € R™.

Bemerkung: Wir machen keine Voraussetzungen an m, n oder den Rang von
A.

Bemerkung: Falls Az = b Lésungen besitzt, so sind genau diese auch die kleinste
Quadrate—Losungen.

Wir halten mal direkt fest: Falls A die Nullmatrix ist, so gilt fiir jedes z* € R

1Az —bl[3 = |[bl[} = || Az — b]| Vo € R™.
Damit sind alle Vektoren aus dem R" kleinste Quadrate—Losungen, insbesondere
ist die kQL also nicht notwendig eindeutig.

Leider hilft uns diese Definition nicht bei der Berechnung der kleinsten Quadrate—
Losung. Wir geben daher eine zur Definition dquivalente Bedingung an. Sei im Fol-
genden immer A € R™*", Wir beschranken uns hier der Einfachheit halber auf re-
elle Matrizen, obwohl alles sofort auch ins Komplexe iibertragbar ist. Wir beginnen
mit

Lemmas.2 Sei A € R™*™,

1.
Bild(A)* = Ker(A").

R™ = Bild(A) @ Bild(A)* = Bild(A) @ Ker(A")

Ker(A'A) = Ker(A).

Hierbei ist & die orthogonale Summe.
Beweis:

1. Seiy € Ker(A4") C R™, = € R™ beliebig.

y € Ker(A) = Aly =0 =0 = (A'y,2) = (y, Av) = y € Bild(A)*,
also Ker(A?) c Bild(A)*. Sei nun y € Bild(A)*. Dann gilt

0= (y, AA%y) = (A'y, A'y) = ||Ay|[3
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und damit y € Ker(A?), insgesamt also Ker(A?) = Bild(A)*.

2. Klarnach 1.

3. Ubungen.

Satz 5.3 (Gauss—Normalgleichung)
Sei A € R™™, b € R™ x* € R" ist genau dann kleinste Quadrate—Ldsung von
Ax =0, falls

At Az* = A'b.

Diese Gleichung heifsit Gausssche Normalgleichung. Die Menge der kleinste
Quadrate—Ldsungen ist nicht leer.

Beweis: Nach Lemmals.2|gibt es by, bo, 2* mit
b=10b; + bQ, b, € Blld(A) = b = Az” ,bz S Ker(At), by L bs.
Seixz € R™. Dann gilt
Az = bl[3 = || Az = by — Do |5 = [|Az = ba[5 + |[b2|5 > |[Az™ — ba|[5 +][b2]]3.
€Bild(A) €Ker(At) =0

x* ist also kleinste Quadrate—Ldsung.
Weiter ist ein z € R™ genau dann kleinste Quadrate—Ldsung, wenn || Az — b;]|2 = 0.
Damit gilt Az = b, = Az*, also

A(r—1") = 0 <= lemmapa 0 = A'A (1—2") = A'Az—A'Ax* = A'Ax—A'(bi+ by ),
cKerat)

also AtAzx = Atb.
O
Bemerkung: Seien 27, 3 zwei kleinste Quadrate—Ldsungen. Dann gilt

x; — 23 € Ker(A'A) = Ker(A).

Die kleinste Quadrate—Losung ist also genau dann eindeutig, wenn A den Rang n
hat. Im Allgemeinen ist sie es nicht.

Beispiel 5.4
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1. Eine feste Ldnge L wird m—mal gemessen mit Ergebnissen [, bis l,,. Das zu-
gehorige iiberbestimmte Gleichungssystem lautet

L = [ 1 l
L =1 1 [
I I P e
L =1, 1 I
——
A b
Es gilt
1
1
AA=1,..., )| . |=m
1
und
l
ly
Ab=(1,...,1)| . =lL+l+...+1,.
Im,

Fiir die kleinste Quadrate—Lésung L* erhalten wir also
mL* = A'AL* = A =11 + o+ ... + 1y

und damit .
L* _ Zi:l ll

m
also, nicht sehr tiberraschend, den Mittelwert der ;.

Y

2. Zu Zeitpunkten t; werden die Messwerte y; gemessen, i = 1...4.

ti|—2] 0[1]1
—2|—-4[4]6"

Es wird ein linearer Zusammenhang der Form y(t) = at + b vermutet. Wir be-
stimmen die Ausgleichsgerade. Das iiberbestimmte Gleichungssystem lautet

—2

()-[

6

—_ = = =
— = O N
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Die Normalgleichung lautet

1 111
-2 011

also

—_ = = =

40 b\ [ 4
0 6 a ) \ 14
und damit erhalten wir die Ausgleichsgerade (7/3)x + 1.

eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee

Abbildung 5.1: Beispiel zur Ausgleichsgeraden

Sei A die m x n—Nullmatrix. Dann ist jedes x € R" kleinste—Quadrate—Lésung von
Az = b, denn
AtAz =0 = A'.

5.2 Die Minimum Norm-Losung

Im allgemeinen ist die kleinste Quadrate—Lésung nicht eindeutig. Wir wahlen in die-
sen Fallen eine spezielle aus, namlich die mit kleinster Norm. Dies fiihrt zur Defini-
tion der Minimum—-Norm—-L&sung.

Definition 5.5 (Minimum Norm-Losung, verallgemeinerte Losung, Moore-
Penrose-Losung)

Sei A € R™ ", b € R™ ot € R™ heifit Minimum Norm-Ldsung von Az = b genau
dann, wenn gilt

1. x" ist kleinste Quadrate—Ldsung von Ax = b.
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2. x" hat unter allen kleinste Quadrate—L6sungen von Ax = b die kleinste Norm,
d.h.

||z *|| < ||z*||Va* : =* ist kleinste Quadrate—Lésung von Az = b

Bemerkung: Wir machen keine Voraussetzungen an m, n oder den Rang von
A.

Diese Definition erlaubt uns noch nicht die direkte Berechnung von z*. Wir ge-
ben wieder eine zum Optimierungsproblem dquivalente nachrechenbare Bedin-
gung an.

Satz 5.6 (Berechnung und Eindeutigkeit der Minimum Norm—-Ldsung)
Sei A € R™", b € R™. xt ist genau dann Minimum Norm-Lésung von Ax = b,
falls gilt

1. AtAxt = A'b.
2. xt € Bild(A").
Die Minimum Norm-LGsung ist eindeutig bestimmt.

Beweis: Sei z* eine kleinste Quadrate-Ldsung von Az = b. Nach Nach Lemmals.2}
angewandt auf A?, konnen wir zerlegen

v =2 D xy, 2T € Bild(AY), 2, € Ker(A).

Damit gilt
A(z* —2%) = Az, =0

und damit
AtAxt = A'A(x™ + (2" —aT)) = A'Az* = A",

also ist auch z™ kleinste Quadrate—L6sung. Sei nun T eine weitere kleinste
Quadrate-L6sung. Mit der Bemerkung zu Satz[s.3| gilt

T=2x" 4w, w € Ker(A)
und wieder mit Pythagoras

[zl =lz" +wll; =1l & + I3+ 1wl > [l

o+ b=k
€Bild(A?)  eKer(A)

Also ist ™ Minimum Norm-L6sung. Gleichheit bekommen wir genau dann, wenn
w=0,alsoT = 2+ + w = 2, die Minimum Norm-L0sung ist also eindeutig. [
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Beispiel 5.7

1. Sei A die m x n—Nullmatrix, b € R™ beliebig. Dann erfiillt jedes =* € R" die
Normalengleichung
AtAx* = A"
und ist damit kleinste Quadrate—Losung. Die Minimum Norm—-Ldsung ist unter
diesen die mit kleinster Norm, also x* = 0. Offensichtlich ist ™ auch eindeu-
tig bestimmt durch die Bedingung

zt € Bild(A') = {0} .

2. Wir suchen die Minimum Norm-Ldsung des Ausgleichsproblems fiir eine
einzelne Messung (t1,y:) und den linearen Ansatz at + b. (a,b) ist kleinste
Quadrate—Ldsung, also muss gelten

(o) ()= () ()
(o ) ()= ()

b+at; = .

Da in diesem Fall Losungen von Ax = b existieren, sind genau diese natiirlich
auch die kleinste Quadrate—Lésungen, den Ansatz iiber die Normalenglei-
chung hdtten wir uns also sparen kénnen.

Wegen

also

oder

at € Bild(A") = {Aulu € R™} = {(u, tiu)'|u € R}
gilt fiir ein u: b = u, a = tyu und
Y =b+at; = u+tiu

und damit
U1

u =
1+t

und die gesuchte Gerade ist

Y1ty Y1
t) = t .
u(t) 1+ 148

Insbesondere erfiillt diese Gerade natiirlich y(t;) = v:. Tatsdchlich hat die-
se Gerade eine kleinere 2—Norm auf den Koeffizienten als die eigentlich viel
naheliegendere Lésung y(t) = y;.
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5.3 Die Pseudoinverse

Falls A € R™*™ maximalen Rang hat (also Rang(A4) = min(n,m)), so ldsst sich die
Minimum Norm-L&sung durch Matrixinversion berechnen.

Satz 5.8 Pseudoinverse, Moore-Penrose-Inverse, verallgemeinerte Inverse

Sei A € R™*", Die Abbildung AT € R™™ : R™ — R", AT = x, 2™ Minimum
Norm-LGsung von Ax = b, ist linear. A* heifit Pseudoinverse (Moore—Penrose—
Inverse, verallgemeinerte Inverse) von A.

1. Falls n = m und A invertierbar, so gilt At = A",

2. Falls m > n und A injektiv (Rang(A) = n), so ist A'A invertierbar und

AT = (ATA) AL

3. Falls m < n und A surjektiv (Rang(A) = m), so ist AA" invertierbar und

AT = AY(AAYHL

Beweis: Sei b € R™, A € R™*",

1. Falls A invertierbar ist (Rang(A) = m = n), so ist die einzige kleinste
Quadrate—Losung die eindeutige Losung von Az = b, also gilt

At =A1

2. Flirm > n ist der Zielraum in der Dimension grofier als der Urbildraum. A
kann also nicht surjektiv sein, aber injektiv. Sei A injektiv, d.h. Rang(A) = n.
Wegen Ker(A) = Ker(A*A) ist auch A'A injektiv, also invertierbar. 2 erfiillt
die Normalengleichung

AtAzt = A'b

also
T = (AtA)‘lAtb.

3. Flirm < n ist der Urbildraum in der Dimension grofRer als der Zielraum. A
kann also nicht injektiv sein, aber surjektiv. Sei A surjektiv, d.h. Rang(A) =
m. Dann gibt es Losungen von Az = b, und genau diese sind die kleinste
Quadrate—Losungen.

Wegen
Rang(A’) = Rang(A) = dimBild(A) = m
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ist A* injektiv, also ist AA® invertierbar. Wegen z* € Bild(4") gilt 2+ = Aly
flireiny € R™, also
b= Azt = AAYy

und damit
rt = Aly = AY(AAY) D
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Kapitel 6

lterative Losung linearer
Gleichungssysteme

Wir werden als Grundlage den aus der Analysis bekannten Banachschen Fixpunkt-
satz beweisen, und daraus iterative Methoden fiir lineare und nichtlineare Proble-
me herleiten. Im ganzen Kapitel sind die Matrizen A immer quadratisch und inver-
tierbar, wir betrachten zundchst keine liber— oder unterbestimmten Gleichungssy-
steme.

6.1 Der Banachsche Fixpunktsatz
Definition 6.1 (kontrahierend, Fixpunkt)
Seien X, Y normierte Rdume, D C X.

1. Eine Funktion
g:D—Y

heift kontrahierend in D genau dann, wenn eine Konstante 0 < q < 1 existiert
mit

lg(z) — gl < gllz —yl| Yo,y € D.
q heift Kontraktionskonstante).

2. Seig: Dw— X.T € D heifit Fixpunkt von g genau dann, wenn

9(%) =T.

Bemerkung: Sei g kontrahierend. Dann ist g stetig.
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Beweis: Sei x,, eine gegen x konvergente Folge, dann gilt

lg(zn) = 9(@)I| < glln — ][ = 0.

Satz 6.2 (Banachscher Fixpunktsatz)

Sei X ein vollstidndiger normierter Raum (Banachraum). Sei ) # D C X abge-
schlossen, d.h. jede Cauchyfolge in D konvergiert in D.

Sei g : D — D kontrahierend. Dann hat g genau einen Fixpunkt.

Beweis: Sei ¢ < 1 Kontraktionskonstante von g.
Seien zundchst x und y zwei Fixpunkte von g. Dann gilt

|z =yl = [lg(z) = 9| < allz -yl
also z = y wegen ¢ < 1. Damit ist der Fixpunkt eindeutig.
Die Existenz zeigen wir konstruktiv und geben eine konvergente Folge an, deren
Grenzwert der Fixpunkt ist. Sei 2(°) € D beliebig. Wir definieren in D die Folge z(*
durch

B = g(z®).

x®) heiBt Fixpunktiteration.
g ist kontrahierend, also gilt mit der Definition von z(*)

a0 =2 = Jlga®) - ga® V)|
qlla = 2t

q2||$(k—1) . x(k—Z)H

IAIA

AT

¢l = |
Sei e > 0 beliebig und M so grof, dass
M
a4
l—q
Seien [,k > M und ohne Einschrdankung [ > k. Dann gilt
e® —a®|| < [[2 = D))+ lal ) = D) 4 25D — D)
NS >

Hx(l) _ x(0)|| <e.

<g' = H|z1—ol| <q' 2| |z1 —ol| <q"||z1—zol|

I—k—1
< ¢ ) gl -2

=0

k
< et 2 (61

—q
< €
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nach Wahlvon &k und M. Also ist 2(¥) eine Cauchyfolge in D und hat einen Grenzwert
T € D. Es gilt, da g stetig ist,

Tpt1 = 9(Th) = koo T = ¢(T),

also ist T Fixpunkt und wegen der Vorbemerkung der einzige Fixpunkt von g. O

Korollar 6.3 (Konvergenz der Fixpunktiteration)
Seien fiir g die Voraussetzungen aus|6.2|erfiillt, insbesondere g kontrahierend. Dann
konvergiert die Fixpunktiteration

2R+ — g@(k))’ 9 e D
gegen einen Fixpunkt von g.

Wenn wir die Fixpunktiteration zur approximativen Berechnung des Fixpunkts nut-
zen wollen, brauchen wir Abschdtzungen, wie nah ein Folgeglied bereits am Grenz-
wert liegt.

Korollar 6.4 Fehlerabschdtzung
Seien fiir g die Voraussetzungen aus|6.2|erfiillt, und q sei die Kontraktionskonstante
von g. Es gilt

Iz = 2® = lim l2© — 2| < L= la® 20
I—00
mit (6.1
Seiy\Y) eine zweite lepunkt/terat/on mit Startwert ®). Dann lautet die Abschdétzung,
angewandt auf y©)

[z — =™ = Iz —y (°)||<1—Hy =1 Hx'““)—:v(’“)H

oder angewandt auf y™")

7= 2*0)| = |7 -y < —ly® -y == Lo+ — 20

Mit Hilfe der ersten Abschatzung konnen wir im Vorhinein (a priori) eine obere
Schranke fiir den Konvergenzfehler angeben. Mit Hilfe der zweiten Abschatzung
kdnnen wirim Nachhinein (a posteriori), wenn wir also bereits das & -+ 1. Folgeglied
berechnet haben, ebenfalls eine obere Schranke angeben. Notwendigerweise ist
die a priori-Abschdtzung eine worst case—Abschdtzung, wahrend die a posteriori—
Abschatzung auf dem tatsachlichen Folgenverlauf basiert. Deshalb ist normalerwei-
se die a posteriori-Abschatzung deutlich scharfer.
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Bevor wir uns einige Beispiele anschauen, bemerken wir ein niitzliches Kriterium
zur Kontraktionseigenschaft.

Satz 6.5 (Abschdtzung der Kontraktionskonstante fiir differenzierbare Funktionen)
Seieng : D — R™, D C R™ abgeschlossen, und g sei stetig differenzierbar. Es gelte
lg'(2)|| < ¢ < 1Vz € D,

wobei ¢'(x) die Jakobimatrix von g an der Stelle x ist und || - || die induzierte Ma-
trixnorm. Weiter sei D konvex. Dann ist g kontrahierend mit der Kontraktionskon-
Stante q.

Falls ||g'(x)|| > 1 fiir ein x im Inneren von D, so ist g in einer Umgebung von x nicht
kontrahierend.

Beweis: Seien z,y € D. Da D konvex ist, liegt die Strecke von x nach y ganz in D,
und nach dem Mittelwertsatz gibt es ein £ € D zwischen x und y mit

g(x) = g(y) = g'(§)(z —y).

Insbesondere ist damit

lg(x) =gl = 11" () (= =l < lg' O llz =yl < iggHg’(ﬁ)ll |z = yll.

——
=:q<1

Fiir die zweite Bemerkung wahle y = x + eu fiir ein beliebiges u € R™ mit Norm 1
und betrachte ¢ — 0. Dann konvergiert

lg(x) — g(v)l|

= |lg'(x)ul].
||z —yl|

Da ||¢'(z)|| > 1in der induzierten Matrixnorm, ist die rechte Seite nicht durch ein
g < 1 nach oben beschrankt. Am einfachsten macht man sich dieses Argument fiir
n = 1klar. O

Beispiel 6.6 1. Essei

BeRY ceR" g:R"— R" g(x) := Bz +ec.

Dann gilt ¢'(x) = B und g ist kontrahierend genau dann, wenn ||B|| < 1 in
der induzierten Matrixnorm.

Alle Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes sind dann erfiillt, und
alle Fixpunktfolgen konvergieren gegen den eindeutig bestimmten Fixpunkt

7= (I-B)"c
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. Essei
g:R—R, g(x):=09coszx.

EsgiltVr € R
ld'(z)| =|—09sinz| <09=:¢<1.

Also ist g kontrahierend mit der Kontraktionskonstanten ¢ = 0.9.
Alle Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes sind dann erfillt.

. Essei
g:R—R, g(x):=cosz.
Da |¢'(7/2)| = | —sin(n/2)| = 1, ist g nicht kontrahierend.
. Essei

g:][-0.1,0.1] — R, g(x) := cosz.
Es gilt fiir x € [—0.1,0.1]
g'(2)] <0.5 < 1,
also ist g kontrahierend.

g ist aber keine Selbstabbildung, daher sind die Voraussetzungen von Banach
nicht erfiillt.

. Essei D :=[0.6,0.9] und
g:Dw— D, g(z):=cosz.

g ist wieder kontrahierend, denn |¢'(x)| < 0.9 < 1 fiirz € D.

Da g monoton ist und ¢(0.6) ~ 0.82 € D, ¢(0.9) ~ 0.62 € D gilt g(D) C D
und g ist korrekt definiert, also Selbstabbildung.

Also sind alle Voraussetzungen des Fixpunktsatzes von Banach erfiillt.

. Bemerkung: g kann in einer induzierten Norm kontrahierend sein, in einer an-
deren nicht. Fiir die Matrix
1 /6 6
P=1 (0 6)

gilt||B||« = 1.2, aber||B||, = 0.97, es ist also die Fixpunktiteration zu g(x) :=
Bz + ¢ kontrahierend in der euklidischen Norm, aber nicht kontrahierend in
der Supremumsnorm.

. Bemerkung: Die Formulierung einer Fixpunktgleichung ist wichtig bei der Be-
trachtung von Fixpunktfolgen.
Gesucht sei der Fixpunkt von

g(x) :=tanzx
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im Intervall |3, 37]. Es gilt

1
(cosz)? —

g'(x) =

und g ist nicht kontrahierend. Wir betrachten die Umkehrfunktion. Es gilt

Lo o
1+22 o2 I5°%

xr =arctanz + 7 =: g(z), ¢'(x) =

in unserem Intervall, und g ist kontrahierend.

6.2 lterative Fixpunktverfahren fiir lineare Gleichungen

Gesucht sei eine Approximation an die Losung = des linearen Gleichungssystems
Az = bmit Genauigkeite. A € R"*™ sei invertierbar und diinn besetzt (sparse), d.h.
A habe viele Nullen. Dann vermutet man, dass sich das Gleichungssystem schnell
l6sen ldsst. Manchmal ist dies der Fall (etwa fiir Bandmatrizen wie die Matrix der
Warmeleitungsgleichung), aber nicht immer (Fillin, siehe Beispiel der Vorlesung, im
Verlauf der LR-Zerlegung werden die Nullen der Matrix {iberschrieben). In diesem
Fall kommen iterative Methoden zum Einsatz.

Dazu definieren wir jeweils eine Matrix B € R"*" und einen Vektor ¢ € R™ so, dass
T Fixpunkt der Funktion

g:R"—R" g(x):=Bx+c
ist.
Falls g die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt, so wahlen wir
z(© € R™ beliebig und berechnen Folgeglieder z(¥) der zugehérigen Fixpunktfolge.
Dabei kontrollieren wir in jedem Schritt die Genauigkeit mit Hilfe der a posteriori—

und a priori-Abschadtzungen. Sobald die Genauigkeit besser ist als ¢, akzeptieren
wir das aktuelle Folgeglied als Approximation.

Da Az = b nicht in Fixpunktform g(x) = x gegeben ist, miissen wir es umformen.
Wir betrachten einige Beispiele.

Beispiel 6.7 1. Wirlosen die linke Seite nach A auf.
Ar =b<= 1= A""h=: g(x)

C
Das ist zwar korrekt, macht aber keinen Sinn, denn wir miissten A~ ausrech-

nen, um g zu berechnen. Wenn wir das kénnen, brauchen wir kein iteratives
Verfahren.
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2. Wir bringen das Ax auf die rechte Seite und addieren auf beiden Seiten ein x.

Arv=b<=ov=ax+b—-Azv=(I—-A)z+_b = g(x).

=:B =:¢

Das ist ebenfalls korrekt, und im Grunde die Neumannsche Reihe, aber bei prakti-
schen Problemen ist leider dieses g selten kontrahierend, daher nutzt es uns eben-
falls nichts.

Eine Kombination dieser beiden Verfahren fiihrt zum Erfolg. Wir setzen
A=L+D+ R, L,D,RecR"".

Hierbei enthdlt L die Eintrdge unterhalb der Hauptdiagonalen, D die Diagonalein-
trage und R die Eintrage oberhalb der Hauptdiagonalen. Zur Berechnung von L,D
und R muss man natiirlich nicht rechnen, dies ist nur eine Aufteilung.

Wir bringen nun einen Teil von Ax auf die rechte Seite und invertieren. Dies fiihrt
zu

Definition 6.8 Sei A = L + D + R wie oben, und D sei invertierbar.
1. Es gilt
Az = (L+D+R)x = b <= Dr = —(L+R)x+b <=2 = —D (L + R) x+Q;1_lg.
—:B =:c
Das zugehdrige Fixpunktverfahren
g(x):=Br+c=-D* L+ R)x+ D'
heif3t Gesamtschritt— oder Jakobi—Verfahren.

2. Es gilt

Az = (L+D+R)x =b < (D+L)x = —Rz+b <2 = —(D+ L) '"Ra+(L + D) 'b.

J/ (. J/

=:B =:c
Das zugehdrige Fixpunktverfahren
g(x):=Br+c=—(D+ L) "Re+(D+ L)'

heift Einzelschritt— oder Gauss—Seidel-Verfahren.

Man berechnet natiirlich nicht wirklich die Inverse (D + L)™', sondern l6st zur
Berechnung von x = (D + L)™'y das Gleichungssystem (D + L)z = y durch
Vorwidrtseinsetzen (wie im Beispiel).
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Die historische Idee von Gauss ist: Wahle einen beliebigen Startvektor z € R™.
Andere z; so ab, dass die erste Gleichung erfiillt ist.

Andere dann z, so ab, dass die zweite Gleichung erfiillt ist.

usw., wenn man bei x,, angekommen ist, fangt man wieder bei x; an.

Man macht sich sofort klar, dass dies dquivalent zum Einzelschrittverfahren
ist.

Beispiel 6.9 Gegeben sei das Gleichungssystem
3 1 T . 4
1 4 i) o 5/
3 0 0 0 01
p=(o8) 2= o) m= (0 0):

Im Gesamtschrittverfahren gilt

Dann gilt

und

Es gilt
1
Bllo===:¢g<1
1Blloe = 5 =54
und damit ist die Funktion
g(x) :=Br+c

kontrahierend mit der Kontraktionskonstante q.
Wir wéihlen z(©) = 0, damit gilt V) = c. Es ist

4 L 1"
lo® = 2V = 5 = lle® Tl < T2 =2 (5
3 1—¢3

fiir die a priori—Fehlerabschdtzung. Weiter gilt

11
= 0.92

(2) — (1) — (12 ~

T Bz\Y + ¢ (%) (0.92>

Die a posteriori-Abschdtzung liefert hier

lo® = Flo < 772 — 2
l—gq
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Fiir das Einzelschrittverfahren gilt

30
pii-(0).

Wegen ¢ = (D + L)™'b gilt (D + L)c = b. Wir berechnen c durch Vorwdrtseinsetzen:

30 (:1_4:> | _1(5 4)_11
1 4)\e,) = \5 L VA VA DY
Weiter erhdlt man
_ 1 _ (103
1= 3% = 1099

und damit eine deutlich bessere Approximation als beim Gesamtschrittverfahren.

6.3 Infimum der induzierten Matrixnormen

Wir haben gesehen: Es ist wichtig, die richtige Norm zu wahlen, damit ||B|| < 1
um zu zeigen, dass die Fixpunktfolge konvergiert. Die Frage ist natiirlich: Wie klein
kann man die induzierte Norm einer Matrix machen? Dies beantwortet der folgende
Satz.

Satz 6.10 Sei B € R™", und || - || eine induzierte Matrixnorm. Dann gilt mit dem
Spektralradius p(B)

1Bl = p(B).
Sei weiter e > 0. Dann gibt es eine induzierte Matrixnorm || - ||, so dass

1B]le < p(B) + €.

Beweis: Sei zundchst \ ein Eigenwert von B zum Eigenvektor y. Dann gilt

B B
1Bl — sup 1B 1Byl
z#£0 ||| [yl

Al

also || B|| > |Al.

Den zweiten Teil zeigen wir nur fiir den (trivialen) Fall dass B symmetrisch positiv
definit ist. Den allgemeinen Beweis finden Sie im Skript Numerische Lineare Al-
gebra auf meiner Lecture Notes—Seite https://www.uni-muenster.de/AMM/num/
Vorlesungen/wuebbeling/, Satz 5.13, Infimum der induzierten Matrixnormen.

Sei nun B s.p.d. Dann gilt fiir die induzierte euklidische Norm

1BIl3 = p(B'B) = p(B*) = p(B)*
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und damit
1Bl = p(b) < p(B) +c.
]

Korollar 6.11 Sei B € R™*™. falls p(B) < 1, so gibt es eine induzierte Norm, so dass
die Funktion

g(x) == Bx+c
kontrahierend ist. Damit konvergiert die zugehdrige Fixpunktfolge fiir alle Startwerte
2 und alle c gegen den eindeutigen Fixpunkt.
Falls p(B) > 1, so gibt es Startwerte und ¢, so dass die Fixpunktfolge nicht gegen
(I — B)~'c konvergiert.

Bemerkung: Eigentlich bekommt man die Konvergenz zunachst nur in dieser spezi-
ellen Norm, da aberin endlichdimensionalen Raumen alle Normen dquivalent sind,
konvergiert die Folge fiir alle Normen. Dies bedeutet natiirlich insbesondere: Die
Fixpunktfolgen kénnen konvergieren, obwohl die Funktion ¢ nicht kontrahierend ist.
Kontraktion ist hinreichend, aber nicht notwendig.

Beweis: Zu zeigen ist nur noch der zweite Teil des Korollars. Sei A Eigenwert von B
zum Eigenvektor y und || > 1. Wir setzen ¢ = 0, dann ist 0 Fixpunkt von g, und es
gilt

$(k)y _ Bky _ )\ky

und dies ist wegen |\| > 1 keine Nullfolge. O

6.4 Satz von Gerschgorin

Der Satz von Gerschgorin liefert eine grobe Abschatzung {iber die Lage der Eigen-
werte einer Matrix.

Satz 6.12 Sei A € C*", Weiter sei
ri= Al
ki
und
K, ={x: |z — A <nr}

der Kreis um A;; mit Radius r; in der komplexen Ebene.

Dann sind alle Eigenwerte von A in der Vereinigung der K; enthalten.

Falls | der K; disjunkt sind vom Rest, so sind in der Vereinigung dieser Kreise genau
l Eigenwerte enthalten, der Vielfachheit nach gezdhilt.
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Beweis: Sei \ ein Eigenwert von A zum Eigenvektor = mit ||x||.. = 1. Dann gibt es
ein m mit |x,,| = 1, und |z;| < 1Vk. Dann gilt

0 = (A — )\I)m = ZAm,kl’k — )\Im = (Am,m — /\)l’m — Z Am,kxk
k k#m

und damit

‘Am,m - >\‘ S Z |Am,k’ |.7)k| S T'm,
k#m

also \ € K,,.
Zum Beweis des zweiten Teils sei B; € R"*",

Bi 5 Z - k
(Bip =14 "
tBi,ku ? # k

Also ist B, eine Diagonalmatrix mit den Diagonaleintragen von B, und B, = B.

Es gilt der Satz: Die Nullstellen eines Polynoms hangen stetig von den Koeffizienten
ab (Kato, Perturbtion Theory for Linear Operators, 1995).

Seien \(t) die Nullstellen von B;. Dann ist \; ein stetiger Weg in den komplexen
Zahlen. Nach Teil 1 muss dieser ganz in der Vereinigung aller Kreise liegen. Da
alle )\, auf den Diagonalelementen beginnen, konnen sie die Vereinigung der [
disjunkten Kreise nicht verlassen, und der Satz gilt. O

Beispiel 6.13

1. Widrmeleitungsmatrix: Es sind K, und K,, Kreise um 2 mit Radius 1, alle ande-
ren sind Kreise um 2 mit Radius 2.

4 1 0
A=1|1 0 0
011
K, ist der Kreis um 4 mit Radius 1, K, der Kreis um 0 mit Radius 1, K5 der

Kreis um 1 mit Radius 1.

Die Vereinigung von K, und K3 ist disjunkt von K, also liegen in der Vereini-
gung genau zwei Eigenwerte und in K, liegt genau ein Eigenwert, jeweils der
arithmetischen Vielfachheit nach gezahlt.
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6.5 Zeilensummenkriterien

Definition 6.14 (strikte Diagonaldominanz, starkes Zeilensummenkriterium)
Sei A € R™*". Seien
Ty = Z ’ai,k\

ik
die Radien der Gerschgorinkreise und
ri <lai;|Vie{l...n}.

Dann heifdt A strikt diagonaldominant, oder auch A erfiillt das starke Zeilensum-
menkriterium.

Korollar 6.15 Sei A strikt diagonaldominant. Dann ist A invertierbar, Einzel- und
Gesamtschrittverfahren konvergieren gegen die Losung von Az = b.

Beweis: Da |a; — 0| > 7y, ist 0 nicht im i—ten Gerschgorinkreis enthalten, also ist 0
kein Eigenwert von A und damit A invertierbar.
Wir zeigen nur die Konvergenz des GSV. Es ist zu zeigen, dass

p(B) = p(DH(L+R)) < 1.

B, ; = 0, also sind alle Gerschgorinkreise Kreise um 0 mit Radius 7;/|a; ;| < 1, also
sind alle Eigenwerte kleinerals 1. O

Dieses Kriterium ist nicht fiir unser Standardbeispiel, die Warmeleitungsmatrix, an-
wendbar. Wir definieren daher

Definition 6.16 (schwache Diagonaldominanz, schwaches Zeilensummenkriteri-
um)

Es sei A € R™ ", Seien wieder r; := ), |a; x| die Radien der Gerschgorinkreise. A
heift schwach diagonaldominant, falls:

1. |ai| >
2. 3m: amm| > rm
3. Aistunzerlegbar, d.h.
VIC{l..n}0AT#{1..n}3iel k&l: |ayl #0.

Unzerlegbarkeit bedeutet, dass man die Matrix nicht in zwei Teile zerlegen kann,
die nichts miteinander zu tun haben. Beispiel fiir eine zerlegbare Matrix ware

1 01
010
1 01
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(wahle I = {2}). Die Matrix der Warmeleitung ist unzerlegbar und damit schwach
diagonaldominant.

Satz 6.17 A € R™*" erfiille das schwache Zeilensummenkriterium Dann ist
Ainvertierbar, Gesamt— und Einzelschrittverfahren konvergieren gegen die L6sung
von Ax = b.

Beweis: Wir zeigen wieder nur das Gesamtschrittverfahren. Sei
Az = Mz, ||7||0o = 1.
Wir gehen exakt so vor wie beim Beweis zu Gerschgorin und betrachten zwei
Falle.
|z,| = 1: Dann gilt wie bei Gerschgorin

1

Tm
A= ] = (Bl € —— 3 ampi] € 7 < 1.

‘am,m| km |am7m|

|| < 1: Sei dann i mit |z;| = 1 (mindestens eins gibt es, denn ||z||.. = 1). Wie
gerade argumentieren wir

1 T
AN = |Az;| = [(Bzx);| < a; 1 Tr| < <1
| | | | |( )Z| |ai,i| §| 5 | |ai,i|

m

Das ist blod — fiir Zeile ¢ haben wir nun r; < |a;;|, und damit |\| < 1, und das hilft
uns nicht, wir brauchen ein <.

Wann steht bei !!! ein <-Zeichen? Sicherlich dann, wenn mindestens ein |z;| < 1ist
und das zugehdorige a; ; nicht Null ist. Wir setzen nun in Teil 3 von|[6.16

I={i:|z| =1}

Dann gibtes i,k miti € I, k & I (@lso |z;| = 1, |zx| < 1) mita;x # 0, und der Satz
ist bewiesen. O

66



Kapitel 7

Das Newton—Verfahren

Sei f : R” — R” differenzierbar und nichtlinear. Gesucht sei eine Nullstelle 7 von
f.

Das bekannteste Verfahren zur Bestimmung einer Approximation an diese Losung
ist das Newton—Verfahren. Wir betrachten es hier der Einfachheit halber fiir n =
1.

Sei x eine Ndherung fiir die Nullstelle = von f. Wir approximieren die Funktion f
durch ihre Tangente im Punkt (z, f(z)), also

y(t) = (t — ) f'(x) + f(2).
Die Tangente schneidet die x-Achse im Punkt

~ f(x)
r=2x .
/(@)
Falls die Tangente eine gute Approximation fiir die Funktion ist, so erwarten wir,
dass x eine bessere Approximation fiir 7 ist als . Dies wird nun iteriert.

Definition 7.1 Sei f : R — R differenzierbar, ©) € R, und T eine Nullstelle von f.

Sei

o) = TE e e
ola) =2~ Fos g(a®).

Falls die Folge (z'®)) wohldefiniert ist und gegen T konvergiert, so heifit sie Newton-
verfahren zur Bestimmung von T.

Satz 7.2 Sei alles wie in Dann gibt es eine Umgebung D von T, so dass das
Newtonverfahren fiir z°) € D gegen T konvergiert.
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Beweis: Zundchst mal ist © genau dann Nullstelle von f, wenn 7 Fixpunkt von
g ist. Es reicht also, die Voraussetzungen des Fixpunktsatzes nachzurechnen. Es

o (2)" = f(@) (=) _ f2)f"(z)
, B _f/l.2_f$f//x :fflff//I
N O3 PP

fir f'(x) # 0.

Sei zundchst f'(7) # 0. Wegen f(z) = 0 gilt dann ¢'(Z) = 0.

f"und ¢’ sind stetig. Also gibt es mit dem e—d—Kriterium ein € > 0 mit
=:qund |f'(z)| > @ = u>0Vre[T—eT+e¢=:D.

N —

g/ ()| <

Insbesondere ist damit wegen |f'(x)| # 0 auf D die Folge wohldefiniert. Damit ist
schon mal g kontrahierend auf D.
Seinunx € D, also |z — Z| < e. Dann gilt

N

l9(z) — 7| = lg(z) — 9(T)] < qlw 7] <

und damit auch g(z) € D. Alsoist g eine Selbstabbildung von D nach D, kontrahie-
rend auf D, D ist abgeschlossen und konvex, und R ist vollstandig. Also konvergiert
die Fixpunktfolge z(*) gegen den eindeutigen Fixpunkt Z von g, und das Newtonver-
fahren ist konvergent.

Zur Konvergenzgeschwindigkeit: Wir bemerken zunachst

0= &) = f(&) + [T — )+ (5T ~ o)

mit einem & zwischen z und 7, also € € D. Wir setzen darin fiir z das 2(*) ein, l6sen
nach f(x®) auf und erhalten

(k)
N (N R (S A Cid )
|7 —x =7 — 2™ + f’(a:(k))|
= f’(x(k))
1 1,
< 1"l 5@ = 292, |1 loo = sup | f"(2).
H 2 zeD

Bis auf eine Konstante quadriert sich der Fehler in jedem Schritt, dies nennen wir
auch quadratisch konvergent.

Wir wissen bereits, dass die Folge konvergiert. Sei der Abstand |z — 2| < 1073,
Dann erhalten wir in den ndchsten Schritten die Genauigkeiten 10, 10712, 10-24
(bis auf Konstante). Das Newtonverfahren konvergiert fiir f/(Z) # 0 extrem schnell.
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Sei nun f'(z) = 0. Wir betrachten ohne Einschrankung den Spezialfall f’(z) # 0in
einer kleinen Umgebung auBBerhalb von z, f”(z) # 0, f € C*.
In diesem Fall ist g im Punkt Z zwar nicht definiert, aber stetig fortsetzbar. Mit

L’Hospital gilt: @
f(x J'(x)
F@) ()

und damit ist g(T) = T stetige Fortsetzung von g, und 7 ist wieder Fixpunkt von g.
Auch ¢ ist stetig fortsetzbar und damit Ableitung von g:

—>a:—>f 0

, f(z) " (z)
g'(x) )2
f@)f"(x) + f'(x) " (z)
2f'(z) f"(x)
L f@) (@) + fi(2) (@) + ) () + f(2) f()
2(f"(x)2+ f'(z) f" (2))

Damitist g auch in diesem Fall kontrahierend und wie oben Selbstabbildung auf ei-
ner kleinen Umgebung von 7. Leider klappt der Quadrat—Trick in diesem Fall nicht,
die Konvergenz ist erheblich langsamer. O
Nochmal: Dieser Satz sagt nicht aus, dass das Newton—Verfahren grundsatzlich
konvergiert. Die Fixpunktfunktion ¢ des Newton-Verfahrens ist Selbstabbildung
und kontrahierend in einer kleinen Umgebung D von 7. Also muss auch z© in die-
ser Umgebung liegen, damit der Satz anwendbar ist, d.h. der Startwert darf nicht zu
weit von der gesuchten Stelle entfernt liegen. Dies hei3t auch lokal konvergent (im
Gegensatz zu den global konvergenten Einzel- und Gesamtschrittverfahren, wenn
sie die Voraussetzungen erfiillen).

Beispiel 7.3 (Verfahren von Heron)
Es sei f(x) = 2? — a, a > 0. Gesucht sei die (einzige) positive Nullstelle T von f,
also T = \/a. Es gilt

f'(w) =2z, g(r) =z —

o ma )

und damit fiir das Newton—Verfahren

1 a
(k+1) _ By — = (R -
x =g(x )—2<x +x(’f)>'

Behauptung: Sei z(*) > 0. Dann konvergiert das Newton—Verfahren.
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1. Mitz© > 0sind alle z*) > 0, insbesondere wohldefiniert.

2. g(x) hat ein globales Minimum bei \/a fiir x > 0, denn

0=d@ =5 (1= %) = 7= Va g'(Va) = 7= >0 = 4(o) > v -

Also ist g Selbstabbildung auf D := [\/a, o).

3. Seix € D. Dann gilt

1 a 1
() ==[1— =| < =.

D ist konvex, damit ist g kontrahierend auf D, und das Newtonverfahren kon-
vergiert fiir 1) € D gegen den einzigen Fixpunkt T = \/a von g.
Seinun 0 < 29 < \/a. Dann gilt ) > \/a, und die Folge ist wieder konvergent.

Beispiel 7.4 Essei f(z) = a — %, a > 0. Gesucht sei die einzige positive Nullstelle
von f, alsoT = <. Es gilt

_;C—f(x)zx—a_%:l'—CLCCQ r = T\la— ax

x2

Behauptung: Sei x\*) € (0, 1] =: D. Dann konvergiert das Newtonverfahren

2E+HD) — x(k)(2 — Cw(k))

gegenT = i (Bemerkung: Hier kénnen wir den Fixpunktsatz nicht direkt benutzen,
denn D ist nicht abgeschlossen!)

1.
r€D=2—ar>1= g(z) >z = z¥ ist monoton steigend.

- - ~ 1 -
0=¢@)=2(1-a2) =7=—,4"(T) = —-2a < 0= g(x) <
a

ISHN

Damit ist die Folge monoton und beschrdnkt, also konvergent.

3. Esgiltz* ' = g(z®). Wir betrachten auf beiden Seiten k — oo und erhalten,
da g stetig ist,
lim z®) = g(lim ).

Also ist der Grenzwert Fixpunkt von g, also konvergiert die Folge gegen T = %
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Kapitel 8

Eigenwerte

Bei der Berechnung der 2—Norm einer Matrix und bei der Konvergenz des Gesamt—
und Einzelschrittverfahrens tauchte der betragsgrofite Eigenwert einer Matrix auf.
Wir betrachten die Potenzmethode, eine Mdglichkeit, diesen zu berechnen.

Definition 8.1 (Potenzmethode)
Sei A € R™*", Sej

2@ e R, %) = Az®) qglso 2 = AFz©),
Sei weiter
(x(k+1)’ d)
(z®),d) -
Dann heift o'*) Potenzmethode zur Bestimmung des betragsmaximalen Eigenwerts
von A.

de R, o) =

Durchfiihrung der Potenzmethode: Zu berechnen sei der betragsmaximale Eigen-
wert der Matrix A € R™*",

1. Wihle einen (beliebigen, von Null verschiedenen) Startvektor (¥ € R”.
2. Wahle einen (beliebigen, von Null verschiedenen) Vektor d € R".
3. Firk=0...

(@) Berechne zt1) = Az®) (dies ist eine Matrix—Vektor—Multiplikation,
benotigt also n? Rechenoperationen)

(b) Bereche a'®) wie oben, hier ist ein neues Skalarprodukt zu berechnen,
dies bendtigt n Rechenoperationen und eine Division.
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Ublicherweise wihlt man fiir z(*) und d zufillige Vektoren, in Programmen etwa alle
Komponenten gleichverteilt in [0, 1].

Natiirlich wird man die Berechnung der Folgeglieder abbrechen, sobald die benétig-
te Genauigkeit erreicht ist, siehe hierzu[8.3|flr eine Fehlerabschatzung.

Satz 8.2 (Konvergenz der Potenzmethode)
Sei alles wie in Seien \;, die Eigenwerte von A, der arithmetischen Vielfachheit
nach gezdihlt und nach dem Betrag geordnet, d.h.

Al = [Ae] =0 = Al

Falls

1. Falls \y = ... = M. und |\,| > |\11], SO konvergiert o'¥) gegen ), fiir fast
alle d und 9. Falls die arithmetische und geometrische Vielfachheit von \,

k
libereinstimmen, so ist die Konvergenz schnell (wie (ﬁ—f) ). Andernfalls ist
die Konvergenz langsam (wie %).

2. Falls es ein )\, gibt mit |\;| = |\, \1 # A\, so konvergiert o'¥) fiir fast alle d,
2O nicht.

Beweis: Wir betrachten zunachst den Fall, dass A diagonalisierbar ist.
Sei dann z; eine Basis aus Eigenvektoren von A mit zugehorigen Eigenwerten \;.
Dann gibt es Koeffizienten p; mit

20 = Z,uia:i — 2% = Ak = Z,uiAka:i = Z,ui/\fxi.
1=1 =1 =1
Es sei nun die erste Bedingung 1 erfiillt. Dann gilt

z® = iui/\]fxi + zn: Mi)\f%
i=1

i=r+1

T n )\k
(3
= A] E pixi + E HiE i
i=1 i=r+1 1
~—————
=y ’_>k~—>o<>0
N -~ 7
=:r(k)

Damit konvergiert r(*) gegen y. y ist Linearkombination der Eigenvektoren zum Ei-
genwert ;. Falls y # 0, so ist y ebenfalls ein Eigenvektor zu A;. Damit y Null ist,
muss gelten u; = 0,7 = 1...r. Dies ist nur fiir eine Nullmenge im R" der Fall, also
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ist y # O fiir fast alle Startwerte (%),

Weiter gilt

@E0.d)  MPEEd) (y.d)
(@®,d) MW, d) (y.d)

falls (y,d) # 0. (y,d) = 0 nur fiird € y*, also wieder eine Nullmenge.
Die Konvergenzgeschwindigkeit ist gegeben durch die von ), also gerade

)‘r—‘rl g
A1 '
Sei nun Bedingung 2 erfiillt, und ohne Einschrankung

Al = [ A2, A1 # Agy [ M| > |Ag].

Q) —

- Al?

Dann gilt wie oben

= A — g i = i
x 1 ,ulxl—l—,uQ()\l) x2+i3u<)\1> x

=y _

-~

divergiert —0

Der erste und dritte Term ist derselbe wie oben. Der zweite Term konvergiert aber
nicht wegen |\ /Ao = 1, A1/ )\ # 1, fiir fast alle 2(®), und damit auch nicht das o).

Zu zeigen ist noch, was bei nicht diagonalisierbaren Matrizen passiert. Wir
betrachten nur den Spezialfall

Al A0 01
a=(3 )= 2+ (0 o) =rrew
=N

Die Matrix hat nur den Eigenwert A\ (doppelte Nullstelle des charakteristischen Poly-
noms), aber nur einen Eigenvektor, d.h. hier ist die geometrische Vielfachheit klei-
ner als die arithmetische.

N ist nilpotent, d.h. N? = 0. Mit der binomischen Reihe gilt

AR = (X + N)* = MNFT 4 EXFIN,

Alle anderen Summanden fallen weg wegen N? = 0. Wir setzen wieder an wie oben
und erhalten

0
k) = Ak ©) = EAF % —I—%Nx(o)
—~—

—0

:;r(k)
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(und fiir diese Matrix ist Nz(©) tatsdchlich Eigenvektor). Damit gilt

Oé(k) _ (x(k+1)7 d) _ k+1 (r(k’-‘,—l)’ d)

= A
(z®), d) k (r®), d)
_ ————
—1 1
aber beide Terme konvergieren nur wie % Dieses Argument ldsst sich auf jede
Matrix tibertragen (ist aber sehr technisch). O

Um die Potenzmethode tatsachlich anzuwenden, wiirden wir einige Folgeglieder
ausrechnen und stoppen, wenn die Naherung gut genug ist. Dazu brauchen wir
einen Satz, der sagt, wie weit unsere Naherung noch von einem Eigenwert entfernt
liegt. Wir betrachten dies nur fiir symmetrische Matrizen.

Satz 8.3 (Fehlerabschdtzung fiir Eigenwerte)

Es sei A € R"*™ symmetrisch. Seien A € R und © € R™ Ndherungen fiir Eigenwert
und Eigenvektor von A.

Seid := Ax — \x. Dann gibt es einen Eigenwert \ von A mit

|l

A=Al < r=
[|1]2

Beweis: Sei x; eine ONB aus Eigenvektoren von A zu Eigenwerten );. Dann

gilt
1=1 =1

(nach Beispiel 2 in[3.15). Weiter gilt

i=1

=1

und damit
a3 = >~ st = X)* = 3 ud(min(d; — 3)%) =[]} min(d,; — 3%
i=1 i=1

Insgesamt
[ld]]2

172

und dies war zu zeigen. d

min [\, — A| <
J
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Mit Hilfe dieses Satzes kdnnen wir also abschadtzen, wie gut die Approximation, die
wir aktuell haben, ist, und geeignet stoppen. Der Satz hat eine zweite interessante
Folgerung.

Korollar 8.4 (Kondition des Eigenwertproblems) N
Statt A sei nur eine Ndherung A = A + dA bekannt, und es seien A, dA, A € R™"
symmetrisch. Sei A Eigenwert von A. Dann gibt es einen Eigenwert A von A mit

A=A < [[dA]l>

Beweis: Sei 7 ein zugehoriger Eigenvektor von A. Wir betrachten X und 7 als
Ndherungen fiir Eigenwert und Eigenvektor von A und wenden [8.3]an.

[dlls = [|AZ = AZ||z = ||[(A = dA)T = Xz||; = [|dAT]),
und damit gibt es einen Eigenwert A von A mit
||dA ][

7]

A=Al < < [|dA[[2.

O
Der Satz sagt also: Wenn wir eine Matrix mit dem Fehler dA storen, verschieben
sich die Eigenwerte hochstens um ||dA||,, insbesondere fiihren kleine Fehler in der
Matrix zu kleinen Fehlern bei der Eigenwertberechnung. Das Eigenwertproblem fiir
symmetrische Matrizen ist gut konditioniert.

Beispiel 8.5

1. Sei A dhnlich zu

1

Dann konvergiert die Potenzmethode schnell gegen —3.

2. Sei A dhnlich zu

1
Dann konvergiert die Potenzmethode schnell gegen 3.

3. Sei A dhnlich zu
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Dann konvergiert die Potenzmethode langsam gegen 3.

4. Sei A dhnlich zu

-3
1

Dann konvergiert die Potenzmethode nicht.

Im letzten Fall kann man mit Shifts die Konvergenz erzwingen. Wir betrachten statt
A die Matrix A = A + 1. Die Addition verschiebt die Eigenwerte um 1 nach oben, A
hat die Eigenwerte 4, —2, 2, und die Potenzmethode konvergiert gegen 4. Wir ziehen
die 1 wieder ab und erhalten einen betragsmaximalen Eigenwert, 3.

Manchmal sucht man auch den betragskleinsten Eigenwert. Setze dann hier A=
A~'. Die Eigenwerte von A sind die Kehrwerte der Eigenwerte von A, insbesondere
ist der betragsgroBte Eigenwert von A der Kehrwert des betragskleinsten Eigenwerts
von A. Falls A die Bedingung zur Konvergenz erfiillt, so konvergiert die Potenzme-
thode also gegen den Kehrwert des betragskleinsten Eigenwerts von A.

Korollar 8.6 (Inverse Iteration nach Wieland)
Sei A € R™", i € R, und N
A=(A—pul)™.
Die Potenzmethode zu A konvergiere gegen . Dann ist der zu 1 ndchstgelegene
Eigenwert A gegeben durch
)\ = =+ .
A

Beweis: Seien )\, die Eigenwerte von A, dann sind die Eigenwerte von A gegeben

durch
1

Ak — 1
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Kapitel 9

Interpolation

Bei derallgemeinen Interpolationsaufgabe wird eine Funktion f gesucht, die an vor-
gegebenen Stiitzstellen vorgegebene Stiitzwerte annimmt. Also:

Definition 9.1 (allgemeine Interpolationsaufgabe)
Gegeben seien paarweise verschiedene Stiitzstellen x; und Stiitzwerte y;, i =
0...N. Bestimme eine Funktion p aus einem Funktionenraum X mit

p(z;)) =y, i=0...N.

Im Folgenden seien immer die Stiitzstellen x; paarweise verschieden.

9.1 Polynominterpolation

Definition 9.2 (Aufgabe der Polynominterpolation, Polynomraum)

Sei N > 0. Dann ist Py der Raum der Polynome vom Grad kleiner oder gleich N.
Seien xy, ..., x N paarweise verschieden, vy, .. .,yn gegeben. Dann ist die Aufgabe
der Polynominterpolation:

Finde ein p € Py mitp(z;) = y;Vi=10...N.

Damit gilt:
Satz 9.3 Die Aufgabe der Polynominterpolation ist eindeutig [6sbar.

Beweis:
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1. Formel von|Lagrange, Existenz einer Losung: Sei

N
r—Tr .
w;i(z) = H x__xk,j:()...N.
0
k#J

Dannist w; € Py, und

1 k=3
wj(Tk) = 0k iZ{ 0 k:;é;

flirj,k =0... N mit dem Kronecker—¢. Sei
N
plx) = yw;(x).
j=0
Dannistp € Py, und es gilt
plok) =Y ywi(an) = > 40k = vk
=0 =0

furallek=0...N.

2. Eindeutigkeit der Lésung: Seien p; und p, Losungen der Polynominterpolati-
onsaufgabe. Sei p = p; — py. Dann ist p € Py, und es gilt

p(er) = p1(ze) —p2(Tr) =y — Y =0

firalle k =0... N.Alsoist p ein Polynom vom Grad kleiner oder gleich NV mit
N + 1 Nullstellen, also ist nach dem Fundamentalsatz der Algebra p = 0, und
damitp1 = Da2.

O

Die Formel von Lagrange sichert die Existenz einer Losung und gibt sie konstruktiv
an. Alternativ kann man die Koeffizienten des Interpolationspolynoms mit Hilfe der
Vandermondematrizen bestimmen.

Definition 9.4 (Vandermondematrizen)
Es seien z;, i = 0... N paarweise verschieden. Die Matrix V € Cn+Dx(ntD) "y, - —
(z;)%, i,k = 0... N, heifit Vandermondematrix zu xy, . . . , x y.
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Also:

0 N

xo .. mo

V(.Io,...,SL’N): : . :
0 N

xN .. xN

Satz 9.5 (Invertierbarkeit der Vandermondematrizen)

Seien :co,.. JIN paarweise verschiedene Zahlen, 1y, ...,yny in R oder C. Sei
( ) Zk Oakx Sely_ (y07"'7yN)t’a: (ao,...,CLN)t,V:V(:C(],...,ZL'N)
Vandermonde—-Matrix zu xq, . . ., xn. Dann gilt:

1. pist genau dann Ldsung des Polynominterpolationsproblems, wenn Va = y.
2. Vistinvertierbar.

Beweis:
1. Esgilt (Va); = p(x;) und p € Py.

2. Die Interpolationsaufgabe besitzt eine eindeutige Losung nach alsoist V
injektiv und surjektiv, also invertierbar.

O

Damit lassen sich die Koeffizienten eines Interpolationspolynoms durch Loésen ei-
nes linearen Gleichungssystems der Ordnung (/N + 1) bestimmen.

Satz 9.6 (Abschidtzung des Interpolationsfehlers)
Sei f € CN+Y([a,b]), f : [a,b] — R. Seien x;, paarweise verschieden in [a,b], k =

0...N, und seip € Py das zugehérige Interpolationspolynom mit p(xy) = f(xy).
Dann gilt:

(N 1) N
VT € [a, b3 € [a,b] mit f(T) — p(T) = w(T) (NJ; %‘) w(z) = L[O(a: — Tp).
Insbesondere gilt
_ e [N+ oo
v € [ob]: 11(7) = p(@) < @I
und o
1 =il < ol =

mit der Maximumnorm || f||sc = max,cpy | f ()]
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Beweis:
1. SeiT = xy firein k. Dannist f(T) = p(T), w(T) = 0 = Behauptung.

2. Seiw # x furalle k = 0... N, also w(z) # 0. Wir betrachten den Interpo-
lationsfehler. Dieser hat bereits (IV + 1) Nullstellen an den interpolierenden
Punkten. Wir modifizieren die Fehlerfunktion nun leicht so, dass sie noch eine
zusatzliche Nullstelle bei 7 hat. Sei also

F(z) = (f(z) — p(z)) — Kw(x), K = LD 2T

F hat mindestens die (N +2) verschiedenen NullstellenZund 24, k =0... N.
Nach dem Satz von Rolle hat /" mindestens (N + 1) verschiedene Nullstellen,
F” mindestens N Nullstellen und F+1 hat mindestens eine Nullstelle ¢ im
Intervall [a,b]. p € P, also verschwindet pV+1), Der Hichstkoeffizient von
WD inwist 1, also gilt

wN ) (z) = (N +1)!

und damit insgesamt

(N+1)
0= FO(E) = (e - KV 4 1) > K =T
und damit FOH (g
0=F(z) = f(T)—p@) — mw@-

Beispiel 9.7 (Interpolation des Cosinus)
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1.2 T T
.. cos(x
1+ "sininter.txt"  +
1139%x*x%x—0.6021#x*x+0.0282%x+1 - -~~~

0.8
06 b~
04/
0.2
0
02
04
0.6
038

-1 \ \ \ \ \ \ L
-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5

Interpolation des Cosinus auf [0, /2] mit vier Stiitzpunkten. Die Approximation ist
bereits so exakt, dass innerhalb des von den Stiitzstellen abgedeckten Intervalls
kaum ein Unterschied zwischen dem Cosinus und dem Interpolationspolynom vom
Grade 3 sichtbar ist. Auferhalb steigt dagegen der Fehler schnell dramatisch an.

Beispiel 9.8 (Runge-Beispiel) Runge and Konig [1925]
Leider sind die Verhdiltnisse nicht immer so gut. Von Carl Runge stammt das Beispiel

der Funktion .

1) =15

auf dem Intervall [—1,1): Fiir steigende Zahl der Stiitzstellen nimmt der maximale
Fehler schnell zu.
2 T

T j
1/(1.425.%x%X)
15| |

1

0.5
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Interpolation von f(x) = 1/(1 + 25z%) auf dem Einheitsintervall mit 30
dquidistanten Stiitzstellen. Die Approximation in der Ndhe der o ist gut, am Rand
beliebig schlecht.

Im Licht von Satz[9.6] stellt sich die Frage: Falls wir frei sind in der Wahl der Stiitz-
stellen, welche Wahl liefert die beste Fehlerabschatzung, also den kleinsten Wert
flr ||w||so?

Definition 9.9 (Tschebyscheff-Polynome)

T, :[-1,1] = R, T, (x) := cos(narccosz), n € N
heifit Tschebyscheff-Polynom der Ordnung n.

Satz 9.10 Eigenschaften der Tschebyscheff-Polynome
Fiir die Tschebyscheff-Polynome T,, gilt:

1. T, € P,.
2. Fiirn > 0 hat T,,(x) den Hochstkoeffizienten 2"~

3. Die Nullstellen von T, sind

2k+1
T = cos —+7T k=0...n.
2(n+1)

4. Wahlt man fiir eine Polynominterpolation vom Grad n die Stiitzstellen z}, k =
0...n, soist
= 1
w(w) = [T a7) = 557w (@),

k=0

Beweis: Ubungen. O

Die Polynominterpolation, bei der wir die Stiitzstellen xy...zx als Nullstel-
len des Tschebyscheff-Polynoms Tx.; wahlen, nennen wir Tschebyscheff-
Interpolation. Wir erhalten fiir die Tschebyscheff-Interpolation nach und

die Abschatzung
||f(N+1

— < 14 Tee

o

9.2 Splines

Bei der Polynominterpolation gibt es ein riesiges Problem: Falls N grof} ist, so
konnen wir die zugehdrigen Polynome nicht mehr verniinftig auswerten.
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Splines beheben diesen Mangel: Sie teilen zundchst das Intervall [a, b] an Knoten-
punkten s; auf. Auf jedem Einzelintervall [s;, s;11] sind die Splines (der Ordnung k)
Polynome p; vom Grad k£ — 1, mit der zusatzlichen Forderung, dass an den Knoten
die zusammengesetzte Funktion (k — 2)—mal differenzierbar ist, die Polynome von
links und rechts also bis zur (k — 2)—ten Ableitung tibereinstimmen.

Definition 9.11 (Splines)
Seien sy < s; < ... < s, reelle Zahlen. Eine Funktion

s : [0, 8] — R

heifdt Spline der Ordnung k (zu den Knoten sy . . . s,,), falls
1. s € C*2([sg, s,]) fiir k > 1.

2. S8

[8i,8i+1) € ,Pk‘—l, 7=0...n—1.

Ublicherweise wird der Spline iiber sein eigentliches Definitionsgebiet hinaus fort-
gesetzt, z.B. linear oder periodisch.

Beispiel 9.12
Die stiickweise konstanten Funktionen sind Splines der Ordnung 1.
Polygonziige (stiickweise lineare stetige Funktionen) sind Splines der Ordnung 2.

Die Splines der Ordnung 4 (kubische Funktionen auf jedem Intervall, die an den In-
tervallenden zweimal stetig differenzierbar sind) entsprechen der Straklatteninter-
polation aus dem Schiffsbau. Ohne Beweis, Sie finden diesen z.B. in meinem Skript
zur Numerischen Analysis, Satz 2.48. Im Wesentlichen muss man dazu zweimal par-
tiell integrieren.

Wir notieren, dass in diesem viel simpleren Fall die Konvergenz der Interpolation
gegen die gegebene Funktion f (fiir n — o) trivial ist, ganz anders als bei den
Polynomen.

Satz 9.13 (Konvergenz von Splines der Ordnung 1)
Sei f : [a,b] — R € C'([a, b)), und xy, k = 0...n, seien dquidistant verteilt in [a, b],
also

ry =a+kh, h=(b—a)/n.

Weiter sei N
Ll— s
S0 = a, sk:%, k=1...n,8,.1 =0.
Es sei s der Spline der Ordnung 1 mit s (x;,) = f(x)) zu den Knoten s, . . . , Sp41.
Dann gilt

115™ = flloo = O(h) —niseo 0.
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Beweis: Sei = € [a,b], und z liege im Intervall I = [sg, sk+1]. I hat hochstens die
Lange h. In I liegt genau ein Interpolationspunkt z;. Nach Definition der Splines
der Ordnung 1 gilt s™|; € Py, und 5™ (z;) = f(z;). Also ist s in diesem Intervall
Interpolationspolynom der Ordnung N = 0. Mit unserer Formel fiir den Interpolati-
onsfehler gilt

|57 (@) = f(@)] < N )rlloolz = 251 < Bl oo

[
Bemerkung: Fiir Splines der Ordnung 0 kann man die s, dem linken oder rechten
Intervall zuschlagen, der Beweis bleibt gleich. )
Bemerkung: Fiir Splines der Ordnung 2 (Polygonziige) gilt sogar (Ubungen)

15" = fllow = O(h?).
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Kapitel 10

Anwendungen der Polynominterpolation

Aus dem vergangenen Kapitel nehmen wir mit, dass man sich bei der Polynomin-
terpolation auf Polynome kleinen Grades beschranken sollte. Bei vielen Interpolati-
onspunkten (und hoher erwarteter Genauigkeit) sollte man sich auf kleine Intervalle
beschranken.

Bei allen Anwendungen ist die zugrudeliegende Idee: Wenn eine Operation (Integra-
tion, Differentiation) nicht direkt moglich ist, berechne das Interpolationspolynom
und fiihre die Operation auf dem Polynom durch.

10.1 Numerische Differentiation

Gegeben seien Funktionsauswertungen f(z,) einer differenzierbaren Funktion f,
k = 0...N.Zu berechnen sei daraus eine Approximation an eine Ableitung von f
an der Stelle x. Hierzu berechnen wir das Interpolationspolynom und leiten es an
der Stelle x ab.

Beispiel 10.1

1. Gegeben seien f(z) und f(x + h). Das Interpolationspolynom p € Py ist

p(t) = fa) + IR )

Die Approximation fiir die erste Ableitung ist

(rechtsseitiger Differenzenquotient).
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2. Gegeben seien f(x — h) und f(x). Das Interpolationspolynom p € P, ist

p(t) = fla) + LED T oy

Die Approximation fiir die erste Ableitung ist

p/(.ilﬁ) _ f(SC) — i(x_ h’) —. D}?(f)(-r)

(linksseitiger Differenzenquotient).

3. Gegeben seien f(x — h) und f(x + h). Das Interpolationspolynom p € P, ist
fl@—h) = flz+h)

p(t) = f(x+h)+ 57 (x+h—1).
Die Approximation fiir die erste Ableitung ist
, x+h)—flr—~h
ey = D TEZ gy

(zentraler Differenzenquotient).

4. Gegebenseien f(x—h), f(x)und f(x-+h). Das Interpolationspolynom p € Ps
ist (in Lagrange—Form)

(t —2)(t = (x = h))

plt) = o+ =S
(t = (¢~ W)t — (x + B)
(t—(x+h))(t—2x)
T ) T T oy

Die Approximation fiir die zweite Ableitung ist

p”([E) _ f(&?—l—h) — 2.];(237) —i—f(:lj' — h) —. D;QL(]C)(SU)

(zentraler Differenzenquotient der zweiten Ableitung).
Satz 10.2
1. Sei f € C*([a,b]). Dann giltVz € (a,b)
|f'(x) = Dy (f)(x)| = O(h), |f'(x) — Dy, (f)(2)] = O(h).
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2. Sei f € C3([a,b]). Dann giltVz € (a,b)
|f'(x) = Du(f)(@)| = O(h?).
3. Sei f € C*([a,b]). Dann giltVz € (a,b)

|[f"(x) = Dp(f)(@)] = O(h?).

Beweis: Wir beweisen nur (2), der Rest in den Ubungen. Taylorreihe mit Restglied
liefert

Fla 1) = £(o)+ @) + )+ e

3
- h—f’”(éé)

Flo—h) = (@) = hF'(a) + o ()

Einsetzen:
h2

= (&) = f"(&) = f'(x) + O(h).

Dif(x) = /@) + 15

10.2 Numerische Integration: Newton—Cotes—Formeln

Aufgabe: Zu berechnen sei das Integral

/abf(a:)d:c

aus den Auswertungen der Funktion f an den Stiitzstellen z;, € [a, b]. Wir approxi-
mieren das Integral durch das Integral des Interpolationspolynoms, sei also

p € Py, p(zg) = fog), k=0...N :>/ f(x)dxw/ p(x)de =: In(f).
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Dann gilt

» N
/ Zf T, H S Lagrange-Form
L Tk = L
= J#k
N g
= Z/ — f(zy) dz
o Ja i Tk T
— A,
N
= Z Ay f ()
k=0

Wir betrachten den Spezialfall der Newton—Cotes—Formeln. Hier werden die Stiitz-
stellen aquidistant verteilt, also

b—a

25 =a+kh, h = N

FuirN =1giltzg =a, 21 =b,h=b—aund

br—b 1 (a=b? b—a h
AO_/aa—bdx_a—b 2 T2 2

und AO = Al, also

[ #@)ds ~ 1) = S@ + ),

Dies ist die Trapezregel. Fiir N = 2 erhdlt man zy = a, 7 = (a + b)/2, x5 = b,
h = (b—a)/2und
1 4 1
AO = gh, Al - gh,Az - gh,

[ 1@~ = (r@ar (“50) + o).

Diese Formel heif3t Simpsonregel oder Keplersche Fafiregel.

also

Satz 10.3 (Fehlerabschitzung fiir die Numerische Integration)
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1. Sei

N
f eV ([a, b)), :Hac—x]
7=0
Dann gilt
[In(f / f(a)de] < COx [[fN Vo
mit

1 b W||oo b—a)Vt? N+2
O = oy [, 1w < = < S P = 00

2. Sei N gerade, f € CWW*2), und die Stiitzstellen seien nach Newton—Cotes
gewdbhlt, also
b—a
N

2p =a+kh, h =  k=0...N.

Dann gilt sogar
In(f / F(a)da] < 2SO F Y e = O(Y).

Beweis: Sei p das Interpolationspolynom zu f an den Stiitzstellen z;, also

p € Pn, pzg) = f(ag), k=0...N.

Nach Definition von I gilt

Il / F(x) da) = | / 2) da

’/ FOHD (¢ ]:]Ui>) dx| Interpolationsfehler
wlx
< [ el o
p—-

Zum zweiten Teil: Da die Stiitzstellen alle symmetrisch zur Mitte liegen bei Newton—
Cotes und N gerade ist, gilt

b
w(a+x):—w(b—x):>/ w(z)dr =
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Wir entwickeln das fN+Y(&(z)) mit Taylor um die Intervallmitte (a + b)/2 und er-

halten ; .
FOD(E)) = FYIETD) 4 (€)= S ()

und damit
b—a

2

b
In(f) — / F(@) da] < |[fV) .2 ey

[
Bemerkung: Eine etwas genauere Rechnung zeigt, dass man die Konstanten noch
verbessern kann (Freund and Hoppe [2007], p. 175). Damit erhdlt man die endgiilti-

gen Fehlerformeln
Fehler | Integrationsformel

B11£@)|| | Trapezregel
B F@|oo | Simpson—Regel

Diese Formeln sind fiir groBes N natiirlich unbrauchbar, weil dann der Interpola-
tionsfehler schnell wdchst. Daher arbeiten wir hier mit einer erweiterten Idee, den
zusammengesetzten Formeln.

Dazu teilen wir das Intervall [a, b] in p Teilintervalle gleicher GroBe, schreiben das

Integral ff als Summe der Integrale iiber die Teilintervalle, und verwenden auf den
einzelnen Intervallen Newton—Cotes—Formeln kleiner Ordnung.
Fiir die Simpson—Regel (V' = 2) erhdlt man so etwa fiir drei Teilintervalle und

oy = a+kh, h =52 = e

/ (@) da / f(@) do + / f(w) do + / f(z) da
~ B (r0) 4 A 0) + 27 (wa) + AF (1) + 27 ) + 47 (w3) + ().

Satz 10.4 (Fehlerabschdtzung fiir zusammengesetzte Formeln)

Sei f € C\N*Y, Das Integral fab f(z) dx werde als Summe von p Teilintegralen glei-
cher Ldnge geschrieben, und auf jedem Intervall werde Newton—Cotes der Ordnung
N verwendet. Die Summe liefert eine Approximation ﬂ( f)- Dann gilt

| / f(2) dz — Tn(f)| = O(RN),

Falls N gerade, f € CN*+2 so gilt sogar
b —_—
| [ 1@ do = Tu(r) = 0042,
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Beweis: Aufjedem Teilintervall I gilt

| / f(x) de — In(f)] < ch™+?

und damit
b —
[ 1@ e =Tl < 21 [ 5@ - 1)
a I 1
< pch™*?
p(b—a) N+1
= ch
Np
— O(hNJrl)
und entsprechend fiir den zweiten Teil. O

10.3 Richardson—Extrapolation

Zu bestimmen sei der Grenzwert F'(0) := limy.,o F'(h) einer Funktion F. Zur
Verfiigung stehen die Auswertungen der Funktion F" an den Stiitzstellen h,. Berech-
ne eine Approximation fiir £'(0).

Wir gehen vor wie bei den anderen Anwendungen: Wir approximieren den Wert F'(0)
durch p(0) mit dem Interpolationspolynom p, also:

p € Py, p(hi) = F(hy), k=0...N = F(0) ~ p(0).
p(0) heift Richardson—Extrapolation fiir den Wert F'(0).

Wir schauen zundchst auf eine einfache Anwendung, die Berechnung der ersten
Ableitung mit dem rechtsseitigen Differenzenquotienten.

Es sei nun F(h) := Dj (f)(x). Zusétzlich stehe die Naherung F'(h/2) = D,/ ,(f)(z)
zur Verfligung. Wir wissen bereits:

F(h) = f'(z) + O(h).
Mit Lagrange erhalten wir fiir das Interpolationspolynom p, das F" an den Stellen A
und /2 interpoliert,
x—h/2 x—nh
p(z) = F( >h——h/2 +F(h/2)m
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und damit
p(0) = —F(h) +2F(h/2).

Wir untersuchen die Genauigkeit dieser Formel mit Taylor. Es gilt

F(h) = F(0) + hF'(0) + 2 F"(0). P2 = F0) + 2F/0) + 2P (e

und damit
p(0) = —F(h) +2F(h/2) = F(0) + O(h?)

und wir haben die Abschatzung fiir den Fehler von O(h) auf O(h?) erhéht.

Eine weitere gangige Anwendung ist das Romberg—Verfahren. Es wendet Richard-
son an auf die zusammengesetzte Trapezregel. Das sieht zundchst unsinnig aus,
wir haben oben gesehen, dass (im einfachsten Fall) das Richardson—Verfahren die
Genauigkeit von O(h) auf O(h?) erh6ht, und die zusammengesetzte Trapezregel ist
ja schon von der Ordnung h2.

Hier hilft ein Trick. Wir setzen & := h2 und

F(h) = ]h~

I, ist die zusammengesetzte Trapezregel zur Schrittweite h. Dann gilt:

F(h)=1,= / f(x)dz + O(h?) = / f(z)dz + O(h).

Richardson wiirde hier die Genauigkeit von h auf 42 erhohen, d.h. auf O(h*).

Es seien wieder bekannt die Ndherungen I;, mit der Trapezregel fiir die Schrittweite
h und I, fiir die Schrittweite 2/2. Nach Definition von F ist

F(h?) = I, F(h2/4) = I )s.

Diesmal gilt also fiir das Interpolationspolynom p

r—h*/4 x — h?
P = Iy gy e g
und . A
p(O) = _§ T gTh/z.

Kleine Aufgabe: Genaues Hinschauen zeigt — dies ist die Simpson—Regel, und die
ist tatsachlich, wie erwartet, von der Ordnung O(h*).
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Kapitel 11

Anfangswertprobleme gewohnlicher
Differentialgleichungen

Wir wiederholen zundchst einige Grundbegriffe aus den Vorbemerkungen und der
Analysis II.

Definition 11.1 (Anfangswertprobleme gewdhnlicher Differentialgleichungen, AWA)
Sei

f:la,b] x G— R", G C R" offen und zusammenhéngend, y, € G.

Die Aufgabe: Bestimme

y:la,b = G:y't) = f(t,y)) vt € [a,b], y(a) = yo
hei3t Anfangswertproblem.

In Kapitel | haben wir bereits gesehen, dass sich Aufgaben mit héheren Ableitungen
in diese Form (mit n > 1) zuriickfiihren lassen.

Lemma 11.2 (Integraldarstellung der Anfangswertaufgabe)
Sei y stetig. y ist genau dann Lésung der Anfangswertaufgabel11.1, wenn

y@:m+/vwmmﬁwemw

Beweis: Sei y Losung der Anfangswertaufgabe. Dann gilt

y@—mw:/Vmﬁ:/Ummmw

und die Riickwartsrichtung durch Einsetzen.
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Beispiel 11.3

1. Skalare lineare Differentialgleichung mit konstantem Koeffizienten

y'(t) = By(t), y(0) =y, B €R.
Losung ist

y(s) = yoe 7.

2. Allgemeine lineare homogene Differentialgleichung

y'(t) = B(t)y(t), y(0) = yo, B stetig.

Losung ist
y(s) = yoef‘fﬁ(t)dt~

3. Allgemeine lineare inhomogene Differentialgleichung

y'(t) = a(t) + B(t) y(t), y(0) = yo, a, B stetig.
Losung in den Ubungen mit Variation der Konstanten.

y'(t) =1+ y(t)? y(0) = 0.

Losung isty(s) = tan(s). Insbesondere hat die Aufgabe keine globale Lésung
auf ganz R (denn der Tangens hat einen Pol bei 7).

Y (t) = y(t)3, y(0) = 0.
Diese Aufgabe hat die Losungen

yi1(t) =0, ya(t) = (gt) 3/2.

Insbesondere ist die Losung der Aufgabe nicht eindeutig.

Wir beweisen den Satz von Picard—-Lindelof zur eindeutigen Losbarkeit von Anfangs-
wertaufgaben in einer einfachen Version. Wir bemerken zundchst:

Lemma 11.4 (Fixpunkteigenschaft der Losung von AWA)
Sei alles wie in Es sei X = C°([a, b],R™) der Raum der stetigen Funktionen auf
dem Intervall [a,b] mit Werten im R", versehen mit der Supremumsnorm. Dann ist
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X vollstdandig (Analysis 2).
Weiter sei

9:X o X g)(s) =+ [ eyl

Dann isty € X genau dann Ldsung der AWA, wenny = ¢(¥), also wenn % ein
Fixpunkt von g ist.

Beweis: Integraldarstellung der Differentialgleichung. O

Damit ist schon klar, was wir tun miissen, um die eindeutige Losbarkeit von AWA zu
beweisen: Wir miissen zeigen, dass g die Voraussetzungen des Fixpunktsatzes von
Banach erfiillt. Wir beginnen mit

Definition 11.5 (Lipschitzstetigkeit)
Essei f : D — X. f heifit lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante L genau dann,
wenn

1f(x) = FW)ll < Llx = yl[Va,y € D.
Bemerkung:
1. Falls L < 1, soist f kontrahierend.
2. fist stetig.

3. Falls D konvex und kompaktist, und f stetig differenzierbar, soist f lipschitz-
stetig mit der Lipschitzkonstanten L = || f'||sc-

4. Die Funktion
fy)=v* f:DCR=R

ist lipschitzstetig, falls D beschrankt ist, ansonsten ist sie nicht lipschitzste-

tig.
Beweis: Genau wie bei den entsprechenden Bemerkungen zu kontrahierenden
Funktionen. O

Satz 11.6 (Picard-Lindelof)
Es sei alles wie in und f sei stetig. Zusdtzlich sei f lipschitzstetig im zweiten
Argument mit der Lipschitzkonstanten L, d.h.

11f(t,y1) — f(t,v2)|| < Lllyr — yol |Vt € [a, 0], 91,92 € G.

Dann Je > 0: Das AWA besitzt eine eindeutige Losung auf dem Intervall

I :=la,a+ €.
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Beweis: G ist offen, yy € G. Also gibt es eine abgeschlossene Kugel B um y, mit
Radius § > 0, die ganz in G liegt.
I x B ist abgeschlossen und beschrankt, f ist stetig, d.h.

M:= sup |[f(t,y)|| <oo.
t€la,b], yeB

Sei 0 < ¢ < 1 beliebig, und

)
7M)

€ := min(b — a,

b

Danngilt I, C 1.
Sei nun g wie inﬁer = CY(I.,R") mit der Supremumsnorm. Wir rechnen die
Bedingungen des Fixpunktsatzes nach.

1. Bereits bemerkt: X ist vollstandig.

2. Setze D := C°(I., B) C X, D ist also der Raum der stetigen Funktionen auf
I. mit Werten in B.
Sei y,, Folge in D, die gegen y € X konvergiert. Dann gilt

yn(s) = y()I| < lyn = Ylloo = 0,

also konvergiert y,,(s) gegen y(s) fiir alle s. B ist abgeschlossen, y,(s) € B,
also auch y(s) € B, alsoy € D. Also ist auch D abgeschlossen.

3. Seiy € D, s € I.. Nach Definition von g, M, € gilt

19(5)(s) — oll = | / F(ty(e) ]|

< [ lsvola

<(s—a)M < eM <. (11.1)

Also gilt g(y)(s) € B, also g(y) € D. Also ist g eine Selbstabbildung von D
nach D.
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4. Seienu,v € D. Es gilt

[lg(u) = 9(v)lloc = sup || s f@tu(t)) = f(t o(t)) di|

SE[G a

<sup [ 11£(ult)) — F(t,o(t))]| de

s€lc Ja

a+e
< / Llu(t) — v(t)]| dt

a-+e€
< / Ll — o] dt

< eL||u = v]|os < qllu — V]|
und damit ist g kontrahierend.

Der Fixpunktsatz von Banach liefert das gewiinschte Ergebnis. O
Diesen Satz kann man noch etwas verbessern.

Satz 11.7 (Globaler Satz von Picard-Lindeldf)
Sei alles wie in[11.6} und es gelte

M —a) <.
Dann besitzt die AWA eine Lésung auf dem gesamten Intervall [a, b).

Beweis: In meinem Skript zur Numerischen Analysis.
Beweisidee: Wadhle eine gewichtete Supremumsnorm auf X. U

Bemerkung: Seiy Losung der AWA aus[11.6] Dann gilt mit den Bezeichnungen dort

y = g(y) und nach[11.1]

[57(s) = woll < (s —a)M.
Flirn = 1 bedeutet dies: Der Graph von 7 liegt in einem Dreieck K (a, o) mit Spitze
bei (a,yo), begrenzt durch Geraden mit Steigung M bzw. —M mit s € [a,b]. Die
AWA besitzt eine Losung auf [a, b], wenn dieses Dreieck ganz im Definitionsgebiet
[a,b] x G von f enthalten ist (Kegelbedingung).

Wir werden im Folgenden immer (stillschweigend) annehmen, dass dies der Fall
ist, und damit die Existenz einer eindeutigen Losung der AWA auf dem gesamten
Intervall [a, b] gesichert ist.

Wir bemerken auch noch: Da G offen ist, kdnnen wir y, etwas nach oben oder unten
verschieben, so dass die Kegelbedingung erfiillt bleibt. AuBerdem besitzen alle An-
fangswertprobleme y(a’) = yj mit (a’,y,) € K (a,yo) eine eindeutige Lésung auf
dem Intervall [@/, b], denn Ky (d', y)) C Kp(a,y).
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Gerade mit Steigung M
Y \
Ku(a, yo) K (a', o)
(a,yo)

(@', 90)
vo —

(t,y(1))

/

Gerade mit Steigung — M

Abbildung 11.1: Kegel Ky (a, o)

Satz 11.8 (Lemma von Gronwall)

Seien I = [a,b] und
a: IR :IT—-Ru:IT—R

stetig.
1. Differentielle Form: Falls u differenzierbar ist und
u'(t) < at)+ B)u(t)Vt e I,

so gilt
t
u(t) < u(a)ele plo)ds +/ a(s)els PO% syt e T,

a

2. Integralform: Falls 3 > 0 und

u(t) < aft) + /tﬁ(s)u(s)dth el,

so gilt
t
u(t) < aft) +/ a(s)B(s)els PO%ds vt e T,
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Beweis:

1. Seip € CYI,R),y € C°(I,R), und

O(t) <(t), tel.
Dann gilt t
30(15)290(@)+/ /(s)ds < pla /w

2. Seiwv die Losung von

also
'U(t) = e f; ﬁ(&)d&

Dann gilt, da v(¢t) > 0, mit der Ungleichung aus der differentiellen Form
(uwv) = v'v +v'u =v'v — Pou < av + Puv — Bou = aw.
Nach 1. gilt damit
t
u(t)v(t) < ufa) +/ a(s)v(s)ds, t € I.

Multiplikation mit 1/v(t) liefert Teil 1 des Satzes.

-/ B(s)u(s)ds

Mit den Voraussetzungen von Teil 2 gilt dann

u(t) < aft) +v(t)

3. Seinun

und
v'(t) = B(t)u(t) < B(t)a(t) + B(H)v(t), v(a) = 0.

Einsetzen in Teil 1 des Satzes liefert
t
v(t) < / a(s)B(s)els PO % gg

und Teil 2 folgt wegen
u(t) < aft) + v(t).
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Korollar 11.9 (Gronwall fiir konstantes (3)
Es seien a,u : I — R stetig, € R, 5 > 0, und es gelte

u(t) < aft) —i—ﬁ/tu(s) dsVt e I.

Dann gilt
t
u(t) < alt) + /J’/ a(s)ePt=9) ds.

Wir betrachten nun das Anfangswertproblem

y'(t) = f{t,y(t)), y(a) = yo.

Statt f stehe nur eine Naherung fzurVerngung, und statt y, nur eine Naherung .
Wir kdnnen also nur die Lésung des Anfangswertproblems

y(t) = f(ty(t), y(a) = o

berechnen. Wie grof ist der Fehler, d.h. der Unterschied zwischen y und 7? Dies
beantwortet

Satz 11.10 (Stetigkeit des Anfangswertproblems fiir Anfangswertaufgaben)

Sei
y'(t) = f(t,y(?)), y(a) = vo

ein Anfangswertproblem, das die Voraussetzungen von erfiillt, insbesondere
sei f Lipschitz—stetig im zweiten Argument mit der Lipschitz—Konstanten L.
Statt f und y, seien nur Ndherungen f und 1, bekannt mit

1f = flloe <€ llyo — w0l <€

Falls die ungestérte Gleichung und die gestorte Gleichung

g/<t> = f(tv 37(”)7 g(a’) = 370
Lésungen y bzw. y im Intervall [a, b] besitzen, so gilt

y(t) =y < (€ + et — a)) exp(L(t — a))Vt € [a,b].
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Bemerkung: Wir setzen hier die Existenz einer Lésung voraus. Falls das Anfangs-
wertproblem die Kegelbedingung erfilllt, so ist sichergestellt, dass es eine Losung
auf dem gesamten Intervall [a, b] besitzt. Falls € und € klein genug sind, so erfiillt
auch das gestorte Problem die Kegelbedingung und besitzt ebenfalls eine Losung
auf [a, b].

Beweis: Mit u(t) := ||y(t) — y(¢)|| gilt mit der Integraldarstellung der Anfangswert-
aufgabe

u(t) = |G- w0+ / F(s.5(s)) — £(5.4(s))ds|

< 115 - voll + / (1 F(s.5()) — F(5.5(5)) + F(5,5(5)) — F(s,9(s)))]|ds

< 1150 - woll + / T, 5(5)) — £ T+ [1£(5.5(5)) — F(5.5(s)))]|ds
< e / (e + LII(s) — y(s)|)ds

< E’—I—e(t—a)%—\L/_//a u(s)ds.

a(t) f
Anwendung von liefert das Gewiinschte:
t
u(t) < (e+e(t—a))+ L/ (€4 €(s —a)) exp(L(t — s))ds
a S——
<é+e(t—a)

< (Etelt—a)(1 = [exp(L(t — 5))]a)
= (€+e€(t—a))exp(L(t —a)).
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Kapitel 12

Diskrete Losung von
Anfangswertaufgaben

In den folgenden Kapiteln betrachten wir Anfangswertaufgaben der Form:

Definition 12.1 (Allgemeine Anfangswertaufgabe)
Gesucht sei eine Funktion y : [a, b] — R™ mit

y'(t) = f(ty(), y(a) = yo.

Hierbei seien stets die Voraussetzungen des globalen Satzes von Picard—-Lindel6f
erfiillt, d.h. f stetig, f lipschitzstetig im 2. Argument mit Lipschitzkonstante L, und
die Kegelbedingung sei erfiillt, d.h. der Kegel K,; liege ganz im Definitionsgebiet
von f.

Daher ist die Losung eindeutig bestimmt, und jede Anfangswertaufgabe zu dieser
Differentialgleichung mit Anfangswerten im Kegel besitzt eine eindeutige Losung.
Wir werden daher im Folgenden die Losbarkeit nicht genauer betrachten, dies ist
immer bereits durch die starken Vorausetzungen gesichert.

Ein numerisches Verfahren bestimmt Naherungen an die Losung der Differential-
gleichung auf einer Teilmenge I}, von [a, b].

Definition 12.2 Es sei
Ih = {tO = a,tl,...,thl,tN = b}

mitty < t; < ... < ty_1 < tn. Dann heift I, (zuldssiges) Gitter auf dem Intervall
la, b].
h = m]?X tk+1 — tk

heifdt Feinheit des Gitters.
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Im Folgenden werden wir zundachst immer annehmen, dass die ¢, daquidistant ver-
teilt sind auf dem Intervall [a, b], also t; = a + kh mit h = (b — a)/N. Weiter setzen
wir zur Motivation n = 1.

Es sei 7y die Losung unserer Anfangswertaufgabe. Wir wollen eine Funktion

thIhHRn

bestimmen mit
Y = yn(tr) ~ G(te).

In[2.2|haben wir bereits das Eulersche Polygonzugverfahren graphisch motiviert und
erhalten die rekursive Definition

Ykt1 = U + hf (tr, yi)-

Wir wollen diese Formel noch dreimal analytisch motivieren. Diese drei Zugdnge
werden spater zu unterschiedlichen numerischen Verfahren fiihren.

Taylorentwicklung: Es gilt

=7Y(tp + h)

~ T(tr) + hi (tx)
Y(te) + hf(ty, y(te))

Y(tes1)

Also

Yrr1 = Yn(terr) ~ Yltrrr) ~ Ytx) + hf (e, U(tx)) ~ y + hf (e, Ur).

Numerische Differentiation: Wir wenden auf die Differentialgleichung den
Vorwarts—-Differenzenquotienten D} an und erhalten

y(tr +h) —y(ty)
h

Einsetzen von g(tx) ~ yr und y(ty + h) ~ yx.1 liefert wieder das Gewiinschte.

~ f(tr, y(te))

Numerische Integration: In der Integraldarstellung der Differentialgleichung gilt
tet1
o) =)+ [ (6 9(e) d (12.1
ty

Wir verwenden den einzigen Stiitzpunkt ¢ = ¢, fiir die numerische Integration
und erhalten

/ R B0) dt ~ Bt TE)) ~ Bt ).

123
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Dies ist natiirlich alles reine Motivation, wir miissen beweisen, dass diese Ideen
gute Approximationen liefern.

Definition 12.3 (globaler Diskretisierungsfehler)

Sei y;, diskrete Ndherung fiir die L6sung 7 der Anfangswertaufgabe auf dem
Gitter I,. Dann heif3t

€h . ]hHRn, €h ::y|jh — UYn

die Fehlerfunktion der Ndherung.
llenlloo = maxlen(t)]]

heif3t globaler Diskretisierungsfehler.

Der globale Diskretisierungsfehler ist das Maximum des Unterschieds von y und
yp, auf dem Gitter. Es liegt nahe, zu definieren: Ein Verfahren ist konvergent, wenn
diese Differenz gegen 0 geht, wenn man die Feinheit der Gitter immer kleiner
wahlt.

Definition 12.4 (Konvergenz von numerischen Verfahren)

Gegeben sei eine Folge von Gittern I,,,, deren Feinheit h;, gegen 0 geht, und ein
numerisches Verfahren fiir[12.1, das einem Gitter I, die Ndherung y;, zuordnet. Das
Verfahren heifit konvergent, falls der globale Diskretisierungsfehler von y;,, gegen
0 geht, also

||6hk | ’oo 7 k—o00 0.

Das Verfahren heifit konvergent von der Ordnung p, falls

[len]loo = O(RP).

Hierbei bedeutet eine hohe Ordnung (ein grofies p) wieder, dass der Fehler schnell
mit h gegen 0 geht.

Wir wollen nun zundchst numerische Verfahren klassifizieren. Wir betrachten alle
Verfahren in der an das Euler-Verfahren angelehnten Form

Ykt1 = Yk + hop (12.2)

Hierbei ist © ein Ausdruck, in dem Auswertungen der Funktion f, die Gitterpunkte
tx, die Naherungen y;, und h vorkommen, und heif3t Verfahrensfunktion. Fiir das
Eulerverfahren etwa gilt

© = f(te y)-
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Definition 12.5 Klassifizierung von Numerischen Verfahren
Ein Verfahren sei gegeben in der Form([12.2| Dann heif3t das Verfahren

Explizites Einschrittverfahren falls

Yk+1 = Yr + ho(te, yi, h).

In diesem Fall wird nur der letzte berechnete Wert genutzt, um den ndichsten
auszurechnen.

Implizites Einschrittverfahren falls

Y1 = Y + ho(tr, Ye, Y1, ).
In diesem Fall muss in jedem Schritt eine Gleichung geldst werden.

Explizites Mehrschrittverfahren falls

Ykt1 = Yk + ho(Ehry ooty Yhers - -, Yy B).

In diesem Fall werden die letzten r + 1 Ndherungen genutzt, um die néchste
auszurechnen.

Implizites Mehrschrittverfahren falls

Yk+1 = Yk + h@(tk_r, v 7tka Yk—ry -5 Yk Yk+1, h)

In diesem Fall werden die letzten r + 1 Ndherungen genutzt, um die néchste
auszurechnen, und es muss in jedem Schritt eine Gleichung geldst werden.

Wir behandeln zundchst nur die expliziten Einschrittverfahren. Unser numerisches
Verfahren definiert also ein ¢, und es gilt

Yer1i = Yp +ho(tr, yr ,h).
—~~ ~~ ~~
~y(tegn)  ~y(te) ~y(tk)
Dies macht schon klar, wie wir das ¢ wahlen sollten, ndamlich
N y(te +h) —y(ty)
h

Den Unterschied dieser beiden Terme bezeichnen wir als Konsistenzfehler.

otk y(te), h)

Definition 12.6 (Konsistenz von expliziten Einschrittverfahren)
Sei o die Verfahrensfunktion eines expliziten Einschrittverfahrens. Sei y (irgend-)
eine Losung der Differentialgleichung mit Graph im Kegel K ;.

Th(t, y(t)) == i h,z —ytt) o(t,y(t), h)
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heift Konsistenzfehler oder lokaler Diskretisierungsfehler. Das Verfahren heifit kon-
sistent, falls

sup |74 (¢, y(t))| = ||7llc —>n—0 0.
y,t
Das Verfahren heifdt konsistent von der Ordnung p, falls

sup 7, (£, y(£))] = [[7a] o = O(RF)
Y,

Schreibt man den Konsistenzfehler als

nt(8)) = (04 ) = ((0) + hip(t, (1), 1)),

so sieht man: Der Konsistenzfehler ist der Unterschied zwischen der Losung y(t+h)
und der durch das diskrete Verfahren vorhergesagten Naherung, wenn man in das
diskrete Verfahren die Losung y(t) einsetzt, und ist damit der Fehler, der lokal an
der Stelle ¢ entsteht.

Zum Nachweis der Konsistenz eines Verfahrens ist das folgende Lemma niitz-
lich.

Lemma 12.7 Sei f stetig differenzierbar. Dann 3C € R so dass
1y"[le < C

fiir alle Losungen vy der Differentialgleichung, deren Graph im Kegel K, liegt. Ins-
besondere ist y zweimal stetig differenzierbar.

Beweis: Es gilt

Y (t) = fty(t) = y"(t) = filt,y(t) + f,(t, (1)) f (£ y (1))

(Hierbei sei immer f; die Ableitung von f nach der ersten Variablen usw.)
Also

1" lse < [ felloo + [ £ylloc £l =: C.
Es gilt C' < oo, denn (t,y(t)) liegt in der kompakten Menge K, und alle Funktionen

sind stetig. O
Korollar 12.8 Es sei f r—mal stetig differenzierbar. Dann 3C € R so dass
1y Pl < C

fiir alle Losungen y der Differentialgleichung, deren Graph im Kegel K, liegt. Ins-
besondere isty (r + 1)—mal stetig differenzierbar.
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Beispiel 12.9 (Beispiele fiir explizite Einschrittverfahren und Konsistenz)
Sei im Folgenden immer y irgendeine Losung der Differentialgleichung.

1. Eulersches Polygonzugverfahren:

Das Eulersche Polygonzugverfahren ist ein explizites Einschrittverfahren mit
der Verfahrensfunktion ¢ (ty, yx, h) = f(tx, yx), also

Ykt1 = Yk + hf (e, Yr)-

Sei f stetig differenzierbar. Dann ist nach[12.7y zweimal stetig differenzierbar
auf I. Es gilt mit Taylorentwicklung und der Differentialgleichung

mty) = 3l h) = (0 + helt,y(t), 1)

y(t+h) —y(t)

e )

oy Y () + By E) —y)
= h y'(t)
h !

= Sy(Em)

[
————h = 0O(h).

- (h)
Das Eulerverfahren ist also konsistent, und zwar von der Ordnung 1. Das
Eulerverfahren bendtigt eine Auswertung von f in jedem Schritt. Bei der
Abschdtzung der zweiten Ableitung haben wir natiirlich das Lemma be-
nutzt.

IN

2. Verbessertes Eulerverfahren:

Ein verbessertes Verfahren ergibt sich, wenn wir zur Approximation des Inte-
grals in die Mittelpunktregel anwenden und Taylorentwicklung nutzen:

/ R ye)dt ~ b+ b2yt + 1/2)

tg

Ry + D)

2 2
= h(f(ty + g,y(tk) + gf(tk7y<tk))))'

Als Verfahrensfunktion wdahlen wir also

h h
o(tr, Yk, h) = f(tr + 5 Ut §f(tk, Yr))-

107



3.

Die Konsistenzordnung weisen wir wieder durch Taylorentwicklung nach. Wir
bendtigen diesmal, dass f zweimal stetig differenzierbar ist. Damit existiert
nach die dritte Ableitung von y auf I. Zusdtzlich beachten wir wieder,
dass

y'(t) = (fe + [ L)t y(1).

Mit ein— bzw. zweidimensionaler Taylorentwicklung gilt

Pt (1) = Tl +h) — (1) + h(t, (D). 1)
= YRR =Y g Ry )

h 2 2
) Ry + B0 + B ER) ()
h
(F(E(0) + 5 ot y(0) + 5 £y (D) ol (1) + O(2))
— o).

Das Verfahren ist konsistent von zweiter Ordnung und bendtigt zwei Auswer-
tungen von f pro Schritt.

Verfahren von Heun:

Wir kbnnen auch mit der Trapezregel integrieren, hierdurch ergibt sich das
Verfahren von Heun. Wir nehmen an, dass f zweimal stetig differenzierbar ist.

[ stnde ~ Bty + 5+ ot 1)

173

~ g(f(tk,y(tk)) + [tk + hoy(ts) + hf(te, y(te))).

Die Verfahrensfunktion ist

pltsy, ) = S(F(09) + £+ by + (1),

Wieder gilt mit Taylorentwicklung (fiir f in zwei Dimensionen)

y(t+h) —yt) 1
Tt y(t) = ( f)L (t) —5 F(ty(®) + £+ hoy(t) + hf (L (1))
Y By O(R?) Y+ Hh(fikf Fy) TO(h2))=2y' +hy ' +O(h?)
— o).
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Das Verfahren ist also ebenfalls konsistent von der Ordnung 2 und bendtigt
ebenfalls zwei Auswertungen von f pro Schritt.

Natdrlich ist noch vollig unklar, warum wir die Konsistenz {iberhaupt betrachten.
Uns interessiert eigentlich die Genauigkeit unserer Abschatzung, und das ist der
globale Diskretisierungsfehler. Der folgende Satz klart das.

Lemma 12.10 (Diskretes Lemma von Gronwall)
Seien (ay,), (Bk), (ex) reelle nichtnegative Folgen und

€r11 S g + (1 + 6k>€k> k Z 0.

Dann gilt
k—1 k—1
er < (eg + Z a;) exp(z B;).
=0 =0
Beweis: Durch vollstandige Induktion (Ubungen). O

Satz 12.11 (Konvergenz von expliziten Einschrittverfahren)

Ein explizites numerisches Einschrittverfahren zur L6sung der Anfangswertaufgabe
mit Verfahrensfunktion o sei lipschitzstetig in der zweiten Variable y mit Lip-
schitzkonstanten L' und konsistent (von der Ordnung p). Dann ist das Verfahren
auch konvergent (von der Ordnung p).

Bemerkung: ¢ enthadlt in allen unseren Beispielen nur Auswertungen von f. Die Lip-
schitzstetigkeit von ¢ folgt daher sofort aus der Lipschitzstetigkeit von f, mit der-
selben Lipschitzkonstanten L.

Beweis: Sei 7 die Losung der Anfangswertaufgabe Sei I, = (t;) das &qui-
distante Gitter mit Feinheit 4 mit zugehoriger numerischer Approximation ;. Wir
setzen zundchst

e = [|y(tr) — yall
(globaler Diskretisierungsfehler an der Stelle ¢;,).

eer1 = |[U(trs1) — Yrsall
= |[9(ths1) — (yr + ho(te, yr, b))
= [|[Y(tk+1) — @(tr) + ho(te, Y(tr), 1) +5(te) — i
+h(o(tr, Y(tr), ) — @(tr, yx, 1))||
< | (te ()| + e + RL|[G(t) — yil|
= h\Th(tk y(tk))\—i—(l—i—hL') €.
—

ak Bk
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Mit dem diskreten Lemma von Gronwall gilt also

o< (Heh(tom E th@j,@(m)r) xp(L 3 1)

< (oot (b — @) max|mi(ty, (t;)))] exp (L'(tx — a))

< (eo+ (b= a)l[h]loc exp (L'(b — a))

—h—0 0.

Die Schranke hdngt nicht von ¢, ab, die Konvergenz ist gleichmafig, also konver-
giert die Supremumsnorm des globalen Diskretisierungsfehlers gegen 0.

Falls ein Verfahren konsistent ist (von der Ordnung p), so ist es auch konvergent
(von der Ordnung p). Wir diirfen sogar noch zulassen, dass die Anfangswerte falsch
sind (bis auf einen Fehler O(h?)). d
Dies ldsst sich (fiir lipschitzstetige Verfahrensfunktionen) in dem Merksatz zusam-
menfassen:

Fiir Einschrittverfahren gilt: Aus Konsistenz folgt Konvergenz.
Korollar 12.12 (Konvergenz der Referenzverfahren)

Das Eulerverfahren ist konvergent von der Ordnung 1. Das Verfahren von Heun und
das verbesserte Eulerverfahren sind konvergent von der Ordnung 2.
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Kapitel 13

Konvergenz und Konsistenz fiir implizite
Einschrittverfahren

Wir werden sehen, dass implizite Verfahren niitzlich sind. Es stellt sich aber die Fra-
ge, ob implizite Verfahren tiberhaupt wohldefiniert sind (d.h. ob die Gleichungen,
die sie definieren, eindeutige Losungen haben), und ob die so entstehenden Ver-
fahren konvergent sind.

Satz 13.1 (Wohldefiniertheit fiir implizite Einschrittverfahren)

Sei o(tk, Yk, Yxs1, h) die Schrittfunktion eines impliziten Einschrittverfahrens zur
Losung von[i2.1} Sei o stetig, und lipschitzstetig bzgl. yi. und yi..1 mit der Lipschitz-
konstanten L'. Dann gibt es ein hg, so dass die Gleichung

Yk+1 = Yk + ho(te, Y, Yrs1, )

fiir h < hy fiir alle t;, und v, lokal (in einer kleinen Umgebung von v,.) eindeutig nach
yrs1 auflosbar ist (d.h. das Verfahren ist liberhaupt durchfiihrbar). Es gibt also eine
Funktion v(tg, yx, h), SO dass

Y1 = V(te, Yr, D).

Insbesondere lassen sich implizite Einschrittverfahren als explizite Verfahren der
Form
Yk+1 = Yk + h90<tk7 Yk, U(tka Yk, h)7 h)

formulieren. Implizite Verfahren sind spezielle explizite Verfahren.

Beweis: Wir zeigen, dass die rechte Seite bei der Definition der impliziten Verfahren
eine Selbstabbildung und kontrahierend ist, dann folgt die Wohldefiniertheit aus

111



dem Banachschen Fixpunktsatz.

Sei 0 so klein, dass fiir alle Punkte aus dem Kegel K, auch die )-Umgebung dieser
Punkte noch im Definitionsgebiet von f und damit ¢ liegt (siehe die Bemerkung zu
[11.6). Sei K die Vereinigung aller dieser Umgebungen. K ist kompakt, f ist stetig,
also gilt

M' = max t,y,y1,h) < oo.
o b P Y,y h)

Sei nun Ak so klein, dass

1 )
q:=Lhy< 5 und M'hy < 2

Seien t;, und y;, fest. Wir setzen

g [y — 0, yx + 6] = [yk — 0, yk + 0], 9(2) := yr + hp(ti, Y, 2, h).

Der Grundraum R ist Banachraum, das Intervall, auf dem ¢ definiert ist, ist abge-
schlossen. Zu zeigen fiir den Fixpunktsatz von Banach ist noch: g ist wohldefiniert
(Selbstabbildung) und kontrahierend. Sei z € [y, — 0§, yx + 9.

< M'h gg

und damit g(z) € [yr — d,yx + 0]. Weiter gilt fiir z, 2/ € [y — J, yx + 0] mit der
Lipschitzkonstanten L’

]g(z) - g(z/)| = ‘h(@(tk’ Yk, 2, h) - gp(tku Yk, Zl? h))’
< hoL'|z = 2| < qlz = #|.
Also ist g auch kontrahierend und besitzt mit dem Banachschen Fixpunktsatz
einen eindeutigen Fixpunkt
Yk+1 = U(tka Yk, h)
Die Fixpunktiteration fiir ¢ konvergiert insbesondere fiir den Startwert y, gegen
Yk+1-
O

Implizite Einschrittverfahren sind also explizite Verfahren, nur etwas anders aufge-
schrieben. Insbesondere gilt der Konvergenzsatz auch fiirimplizite Verfahren:

Korollar 13.2 (Konvergenzsatz fiir implizite Einschrittverfahren)
Implizite konsistente Einschrittverfahren (von der Ordnung p) sind konvergent (von
der Ordnung p).
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Beweis: Implizite sind spezielle explizite Verfahren, das zugehdorige ¢ ist lipschitz-
stetig (hier ohne Beweis, siehe Skript zur NumAna), also folgt alles mit[12.11] und

O

Beispiel 13.3 (Beispiele fiir implizite Verfahren)

1. Implizites Eulerverfahren:

Yk+1 = Yk + RS (tes1, Yer1)

Wir berechnen die Konsistenzordnung. Sei zundchst f differenzierbar.
Sei y irgendeine Losung der Differentialgleichung. Wir setzen wie bei den ex-
pliziten Verfahren

Ye = yn(te) = (), Y1 = yn(trr) = yn(te +h) = y(te +h), tr, =1
in die Definition des Verfahrens ein, berechnen die Differenz der linken und

rechten Seite und teilen durch h.

Tt (1)) = 3 (ol +h) = (y(8) + (4 huy(t + 1))

— %(hy’(t) +O(h*) — hy/(t + h))
=y'(t) —y'(t) + O(h)

und damit ist das Verfahren konsistent von der Ordnung 1, also auch konver-
gentvon der Ordnung 1.

2. Implizite Trapezregel:

h
Ykt1 = Yk + §(f(tk7yk;) + f(ths1s Ykt1))-

Sei f zweimal stetig differenzierbar.

und damit ist das Verfahren von zweiter Ordnung.
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Satz gibt auch gleich eine Anleitung zur Durchfiihrung der impliziten Verfah-
ren. Gliicklicherweise muss das v aus[13.1] nicht explizit ausgerechnet werden. Die
Fixpunktiteration fiir das g aus dem Satz mit Startwert i, konvergiert gegen ;. 1,
also fiihrt man in jedem Schritt des impliziten Einschrittverfahrens zur Losung der
impliziten Gleichung einige Schritte der Fixpunkiteration durch.

Beispiel 13.4 Fixpunktiteration fiir das implizite Eulerverfahren

Wir wenden das implizite Eulerverfahren an und losen die Definitionsgleichung
durch Fixpunktiterationen. Fiihren wir in jedem Schritt des Eulerverfahrens einen
Schritt der Fixpunktiteration durch, so erhalten wir

Yk+1 = Yk + hf (Ert1, Yn)-

Dieses Verfahren hat die Ordnung 1 und benétigt eine Auswertung von f.

Fiihren wir zwei Schritte der Fixpunktiteration durch, so erhalten wir

Ykt = Yk + hf (o1, ye + P f (trs1, Uk)).-

Hier machen wir ein schlechtes Geschdift: Wir benédtigen zwei Auswertungen von f
pro Schritt, aber das Verfahren ist trotzdem nur von der Ordnung 1.

Wir machen also in jedem Schritt jetzt zwei Fehler: Einmal den lokalen Diskretisie-
rungsfehler, und zusatzlich den Abbruchfehler, der dadurch entsteht, dass wir die
Fixpunktiteration nach dem p. Schritt abbrechen.

Die Kontraktionskonstante im Fixpunktsatz von Banach war Lh. Wir gewinnen al-
so in jedem Schritt der Fixpunktiteration einen Faktor O(h), nach dem p. Schritt
ist unsere Approximation von der Ordnung O(h?). Der lokale Diskretisierungsfehler
erhoht sich also, wenn man die implizite Gleichung durch p Schritte der Fixpunktite-
ration ersetzt, um O(h?). Es liegt nahe, das p gerade so zu wahlen, dass der lokale
Diskretisierungsfehler ebenso grof3 ist wie der Fehler, der durch den Abbruch der Fix-
punktiteration entsteht (mehr hierzu im begleitenden Programmierbeispiel).
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Kapitel 14

Anwendungen und Implementation

14.1 Runge—Kutta—Verfahren

Der Runge—Kutta—Ansatz liefert Verfahren beliebig hoher Ordnung, die nur Auswer-
tungen von f benutzen. Wir betrachten zunachst noch einmal das Verfahren von
Heun. Die Schrittfunktion ¢ war hier definiert durch

Utk i ) = 570k 00) + (thns i+ RS (i)

Dies schreiben wir in der Form:

fi = f(teye)
Pt ) = S5l

Diese Schreibweise legt die folgende Definition nahe.

Definition 14.1 (Definition der Runge—Kutta-Verfahren)

1. Seien o, ;, Bj fest gewdhlt, 5 =1...m, [ =1...j — 1. Die Schrittfunktion ¢
sei definiert durch

O(te Y, h) = nfi +fo+ oo+ Ymfm = Z”ijj
j=1
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mit
fi = flte+aih,y)
fo = [f(ty+ ash,yp + h(B21f1))

m—1

fm = f(tk + Oémh,yk + hZBmlfl)

=1

Dann heifit das zugehdrige numerische Verfahren m-—stufiges explizites
Runge—Kutta—Verfahren.

2. Seien oy, i, Pr fest gewdhlt, k = 1...m, [ = 1...m. Die Schrittfunktion o
sei definiert durch

Ot Yy, h) = nfr +v2fo+ - Ymfm
mit

fi = f(tk+041h>?/k+hZﬁl7lfl)

=1

foo= flte+ooh,ye+hY Bosf)

=1

fm = f(tk: +amhayk + hZBm,lfl)-

=1

Dann heifit das zugehérige numerische Verfahren m-stufiges implizites
Runge—Kutta—Verfahren.

Natirlich sind die expliziten Verfahren implizite Verfahren, bei denen wir set-
zen
le =0flrl > J-

Satz 14.2 (Ordnung der Runge-Kutta—Verfahren)

1. Sei .
D m=L
j=1

Dann ist das zugehdrige Runge—Kutta—Verfahren mindestens konvergent von
der Ordnung 1 fiir alle f € C*.

116



2. Sei f € C*und
D =1
j=1
> Bi=a;
l
S
: J7J_2'
7j=1

Dann ist das zugehdrige Runge—Kutta—Verfahren mindestens konvergent von
der Ordnung 2.

Wegen dieses Satzes betrachten wir grundsdtzlich nur Runge—Kutta—Verfahren, die
die Normierungsbedingungen

m

Z%ZlaZﬁjl:O‘jwzl'“m
l

j=1
erfiillen.

Beweis: Fiir Lipschitz—stetiges f ist auch ¢ Lipschitz—stetig fiir alle Runge—Kutta—
Verfahren.

Zum Beweis der Konsistenz machen wir wieder die Taylorentwicklung. Sei also
wieder y irgendeine Losung der Differentialgleichung. Zundchst berechnen wir eine
Taylorentwicklung der auftretenden Zwischenstufen f;. Wir setzen die Normierung
flir a gleich ein.

f5 = Fty(0) + ashfilt,y(0) +h Y Biufif,(ty(®) + O(h?)
=1

= f(t,y(8) + ashfilty(0) + B Y Bulf(ty(t) + Oh)) fy(t,y(t) + O(h?)

y'(t) + ha;(fi(t,y(t)) + f(2, y(;))fy@‘, y(1))) + O(h?)
= o/ (t) + hayy"(t) + O(h?).
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Eingesetzt in die Definition des lokalen Diskretisierungsfehlers

it (0) = (e + 1) — y(0) ~ (6, (0), )
h

=y/(t) + Ey”(t) - Z’ijj +0(h?)

= (1) = 32 () + b5 — D )y (1) + OR2).

14.2 Energieerhaltung

Dieses Kapitel liegt als Online-Dokument vor (integriertes Python-—
Notebook).

14.3 Fehlerabschatzung und Schrittweitensteuerung

Wir begniigen uns hier mit einer einfachen Idee.

Nach dem diskreten Lemma von Gronwall kann man den globalen Diskretisierungs-
fehler abschatzen durch die Summe der Konsistenzfehler. Die Konsistenzfehler sind
dabei die Fehler, die in einem Schritt des Verfahrens entstehen. Wir schatzen diese
Fehler wie folgt:

In jedem Schritt des Verfahrens werden zwei Verfahren mit unterschiedlicher Kon-
sistenzordnung benutzt. Hierbei sei Verfahren 1 mit Verfahrensfunktion ¢ das ge-
nauere. Wir berechnen also

1
y,(szl =y + oW (tr, yi)

2
y/(fﬁl =y + 0@ (tr, yi)

Da das erste Verfahren eine hohere Konsistenzordnung hat, gilt fiir eine Lésung 7
der Differentialgleichung

2 2 1 1 2 1
w2 = yte)] < 1o — i+ T =y ~ ) — uil.
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Wir konnen also eine Approximation des lokalen Diskretisierungsfehlers fiir das
zweite Verfahren nur mit Hilfe der berechneten Werte angeben. Implementations-
beispiele finden Sie wieder als Python—Notebooks (online).
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Kapitel 15

Lineare Mehrschrittverfahren

Bevor wir uns nun den Mehrschrittverfahren zuwenden, wiederholen wir noch ein-
mal die zentralen Begriffe der Einschrittverfahren:

e Konsistenz: Das Verfahren ist Diskretisierung der Differentialgleichung. Der lo-
kale Diskretisierungsfehler, bei dem man die echte Losung y von in die
diskretisierte Gleichung einsetzt, geht fiir kleine Schrittweiten h gegen o.

e Konvergenz: Das Verfahren liefert fiir eine Familie von Gittern, deren Feinheit
gegen 0 geht, die exakte Losung (dies ist das eigentliche Ziel).

e Stabilitat: Kleine Fehlerim einzelnen Schritt fiihren zu kleinen Gesamtfehlern,
begriindet den Satz: Aus Konsistenz folgt Konvergenz (fiir Einschrittverfah-
ren), und ist eine Folgerung der Gronwallschen Ungleichung.

Die Idee bei den Mehrschrittverfahren ist, die vergangenen Funktionsauswertungen
bei der Berechnung der ndchsten Approximation mitzunehmen. Wir erhoffen uns
dadurch eine deutliche Verringerung des notwendigen Aufwands oder eine deut-
liche Erh6hung der moglichen Konsistenzordnung. In der Vorgehensweise dhneln
die Einschrittverfahren den vielleicht aus der Stochastik bekannten gedachtnislo-
sen Markovprozessen: Der ndachste Wert hangt ausdriicklich nur vom aktuellen Zu-
stand ab, nicht von einer Historie. Im Gegensatz dazu stehen die Mehrschrittverfah-
ren.

Mehrschrittverfahren haben hohe Konsistenzordnungen bei nur einer Evaluatio-
nen von f. Auf der anderen Seite sind sie nicht notwendig stabil, wie es die Ein-
schrittverfahren sind. Eine Schrittweitensteuerung ist schwierig. Daher sind sie
haufig nicht die Standardsolver. In Matlab steht der Adams—Bashforth—Solver als
Standard—Mehrschrittverfahren unter dem Namen ode113 zur Verfiigung.
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Wir werden in diesem Kapitel zundchst einige Verfahren herleiten, die Bezeichnun-
gen der Einschrittverfahren auf Mehrschrittverfahren lbertragen und tberpriifen,
welche Sdtze erhalten bleiben. Zundchst schranken wir die komplette Betrachtung
auf lineare Verfahren auf dquidistanten Gittern ein.

Definition 15.1 (lineare Mehrschrittverfahren)

Ein numerisches Verfahren, das auf einem aquidistanten Gitter I;, mit Schrittweite h
die Nidherung vy, (t;) = yy der Differentialgleichung berechnet mit

Zajyk+] _hZBJ tk+]7yk+_] - hZBJfk+J7 k=0...N—-m

Jj=0 j=0

(aum # 0) heif3t lineares m—Schritt—-Mehrschrittverfahren oder lineares Mehrschritt-
verfahren der Stufe m. Das Verfahren heift explizit, falls 3,, = 0, ansonsten implizit.

Wir diirfen also bei einem m—Mehrschrittverfahren zur Berechnung von y;.,, die
letzen m Funktionsauswertungen v, bis yx..,_1 noch mitbenutzen. Dies bedeutet
natiirlich auch, dass wir im ersten Schritt des Verfahrens das y,, berechnen und
dafiir y, bis ,,—1 bendtigen, wobei wir eigentlich nur yo haben. Die fehlenden Terme
werden Ublicherweise mit Einschrittverfahren berechnet, hat man alle zusammen,
macht man ab hier mit den Mehrschrittverfahren weiter. Um diese Anlaufrechnung
werden wir uns spdter kiimmern.

Beispiel 15.2 (Mittelpunktregel)

Ykt2 — Yk = 20 f (trg1, Ykt1)

Definition 15.3 Gegeben sei ein durch die Konstanten «; und (; beschriebenes li-
neares Mehrschrittverfahren. Sei y irgendeine Ldosung der Differentialgleichung.
Dann ist der lokale Diskretisierungsfehler gegeben durch

it y(t)) = ajy(t+jh) =Y Bif(t+ jh,y(t+ jh))

j—O

ajy(t + jh) — Zﬁjy (t + jh).

SRS

<
Il
=)

I
> =
Ms

Il
=)

J

Wieder bekommen wir den lokalen Diskretisierungsfehler, indem wir die Lésungen
y der Differentialgleichung in die diskrete Gleichung einsetzen.
Korollar 15.4 (Konsistenzordnung der Mittelpunktregel)

Sei f € C2. Dann hat die Mittelpunktregel die Konsistenzordnung 2.
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Beweis: Wir benutzen fiir

y(t +2h) —y(t)
jeweils eine Taylorentwicklung um y(¢+h). Dann fallen alle Terme in 2 mit geradem
j weg, und es gilt

nut (8)) = 3 (ot +2h) — y(0)) = 2£(¢ + b, y(t + 1)
=2y (t+h) + O(h*) — 2¢/(t + h).

t

Unsere Idee zur Konstruktion ist: Wir wandeln unsere Differentialgleichung wieder
in die dquivalente Integralgleichung um, und benutzen unsere Quadraturformeln.
Diese haben wir durch Integration des Interpolationspolynoms hergeleitet.

Wir machen ein einfaches Beispiel. Wir wollen 3,1 ausrechnen und dabei die Nahe-
rungen y; und y,_; benutzen. Sei f eine Losung der Differentialgleichung. Dann
schreiben wir wieder

Y(trr1) — y(te) = / o f(s,y(s))ds.

12
Uns stehen die Naherungen v, fir y(tx) und y,_; fur y(tx_1) zur Verfligung. Sei
fi = f(t;,y;). Sei dann p das Interpolationspolynom vom Grad 1 mit p(t;) = fi
und p(tx_1) = fr_1. Wir gehen zur Approximation tiber und erhalten aus der Glei-
chung
tk+1
Yk+1 — Yk = / p(s)ds.

ti
Das Interpolationspolynom rechnen wir explizit aus mit Lagrange:

§—tr_1
h

p(s) = fk‘i‘tk}zsfk—la

also
et 3, 1
/ p(s)ds = h(§fk — Efk_l).
173
Insgesamt erhalten wir das Verfahren

3 1
Y+l = Y + h(éfk - §fk71)'
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Die Ordnung dieses Verfahrens ist 2, denn wir benutzen zwei Vorganger zur Berech-
nung der ndchsten Approximation. Im Sinne der Definition schreiben wir dieses Ver-
fahren mit Indexshift in der Form

3 1
Ykt2 = Yrt1 + h(§fk+1 - §fk)«

Dieses Verfahren ist explizit, denn y,..» kommt auf der rechten Seite nicht vor.
Wir fassen dies nun allgemeiner.
Fur die Losung unserer Anfangswertaufgabe[12.1] gilt

tk+m

Y(thsm) — Y(erm—r) = / f(t, y(t))dt.

tr+m—r

Fiir die Approximation ersetzen wir die Funktion unter dem Integralzeichen durch
sein Interpolationspolynom p, mit den Stiitzstellen ¢, + jh und den Stitzwer-
ten

Jevi = (trrgs Yrrs)-

Wir erhalten damit z.B. fiir ein explizites Verfahren, das die Stiitzwerte f; bis fim_1
benutzt

tk+m
Yk+m = Yktm—r = / pr(t)dt

ktm—r

Fiir das Interpolationspolynom haben wir dann noch die Wahl zwischen den Inter-
polationsstellen ¢, bis ¢, (implizit) und ¢, bis tx,,_1 (explizit). Fiirr = 1 erhalten
wir die Verfahren von Adams—Bashforth und Adams—Moulton, fiir » = 2 die Verfah-
ren von Nystrom und Milne—-Simpson. Wir fassen das Ergebnis in folgender Tabelle
zusammen:

Interpolation benutzt r=1 r=2
fr - fram—1 | Adams—Bashforth Nystrom explizit
frx - frem | Adams—Moulton Milne-Simpson implizit

Satz 15.5 (Konsistenzordnung der durch Integration hergeleiteten MSV)

Ein numerisches Verfahren mit m Schritten sei durch Integration des Interpolati-
onspolynoms an m (explizit) bzw. (m + 1) (implizit) Stiitzstellen hergeleitet worden.
Dann hat es mindestens die Konsistenzordnung m (explizit) bzw. (m + 1) (implizit).
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Beweis: Fiir explizite Verfahren: Sei y eine Losung der Differentialgleichung. Weiter
sei p das Integrationspolynom, das an den Stellen t+jh den Wert f(t+jh, y(t+jh))
annimmt, 7 = 0...m—1.Dann gilt nach Konstruktion der Integrationsformeln

Tt (1)) = 3 (ylt -+ mh) — y(t -+ (m = r)h) = 3 (¢ + jhoy(t + b))
j=0
t+mh t+mh
_ %/H( Y % /H( e
t+mh
=0 L, ) = p0et
— O(h™)
nachfio.3l O

Eine schéne Ubersicht {iber all diese Verfahren mit Rechnungen und Beispielen fin-
det sich (mit leicht anderen Bezeichnungen) in Hairer et al. [1993], Kapitel Ill.1.

Bemerkung: Dies ist ein phantastisches Ergebnis: Mit nur einer zusdtzlichen Aus-
wertung von f konnen beliebig hohe Konsistenzordnungen erreicht werden!

Wir erwarten nun den Satz: Aus Konsistenz folgt Konvergenz. Leider ist fiir Mehr-
schrittverfahren die Situation komplexer.

Beispiel 15.6 Es werde ein Verfahren méglichst hoher Ordnung der Form

33—« 14+«
yk+2_<1+a)yk+1+ayk:h< 5 Jr41 — 5 fk)

gesucht. Sei f ¢ C3. Wir bestimmen o durch Taylorentwicklung:
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1 33—« 1+«
n(t) = (o2 - @ al(e ) +a) - (5 - S50 o)
3— 1
= y’(t)(Z—(1+a)— 4 —|—a)
2 2
0
4h h 33—«
" — —(1 - — h
w0 (5 - g - 25 %)
0
8 h? 3 —ah?
" t _h2 —(1 o e
v (5 - v 0 - 250
R
+O(h*)
Also insgesamt eine Konsistenzordnung 3 fiir « = —5 und 2 sonst. Nach unseren

Erfahrungen mit den Einschrittverfahren erwarten wir eine entsprechende Konver-

genzordnung.

Leider zeigt das numerische Experiment der Vorlesung: Das geht gewaltig schief.
Fir > 1 und a < —1.5 ist der Algorithmus nicht einmal konvergent. Wir miissen
vermuten: Der Algorithmus ist dort zwar konsistent, aber wegen mangelnder Stabi-
litat ist er nicht mehr konvergent. Dies versteht man durch einen kleinen Ausflug in

die Theorie der linearen Differenzengleichungen.
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Kapitel 16

Stabilitat von Mehrschrittverfahren

Aufgrund des letzten Beispiels vermuten wir bereits, dass der Satz “Aus Konsistenz
folgt Konvergenz” fiir die Mehrschrittverfahren nicht ohne weitere Bedingungen kor-
rekt ist. Dass er zumindest manchmal korrekt ist, folgte ebenfalls aus den Beispie-
len.

Wir {iberlegen noch einmal, warum dies fiir die Einschrittverfahren galt. Das dis-
krete Lemma von Gronwall garantierte uns, dass die kleinen Einzelfehler, die wir
in jedem Schritt des Verfahrens machen, nicht katastrophal verstarkt werden und
damit moglicherweise die Konvergenz verhindern.

Fiir die Mehrschrittverfahren brauchen wir einen entsprechenden Satz. Dies erreicht
man iber die analytische Betrachtung von Differenzengleichungen, die wir sofort
einfiihren werden. Den korrekten Beweis finden Sie in meinem Skript zur Vorlesung
Numerische Analysis, und er ist sehr technisch. Wir wollen daher hier eine verein-
fachte Version beweisen, die den wesentlichen Trick zeigt, aber nicht vollstandig
ist.

Wir zitieren ohne Beweis: Beim Beweis der Konvergenz konsistenter Verfahren
reicht es, sich auf die Auswirkungen der Fehler in den Anlaufwerten yo, ..., ym_1
des Modellproblems

zu beschranken. Also:

Satz 16.1 Gegeben sei ein lineares Mehrschrittverfahren der Stufe m. Sei I, eine
Folge von dquidistanten Gittern mit Feinheit h. Falls fiir jede Wahl der Anlaufwerte
(yn); mit (yn); —=n—0 0, j = 0,...,m — 1, gilt: Die Folge (y;,) der Naherungen fiir
das Modellproblem konvergiert gegen 0, so ist das Mehrschrittverfahren stabil fiir
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alle Anfangswertaufgaben. Es gilt: Aus Konsistenz des Mehrschrittverfahrens (der
Ordnung p) folgt Konvergenz (der Ordnung p).

Der Satz sagt zweierlei: Erstens, wir konnen uns auf die einfachste aller Anfangs-
wertaufgaben (das Modellproblem) beschranken. Zweitens, fiir die Betrachtung der
Fehler reicht es, sich die Auswirkung der Fehler am Anfang anzuschauen.

Wir schauen nun, wann die durch das Mehrschrittverfahren fiir das Modellproblem
gelieferten Naherungen gegen Null konvergieren. Nach Definition des Verfahrens
gilt

Zajyk+j =0, am # 0.
=0

Insbesondere hdangt die Folge nicht vom Gitter I;, ab. Eine Gleichung dieser Form
nennen wir eine (homogene) Differenzengleichung, eine Folge mit dieser Eigen-
schaft eine Losung der Differenzengleichung.

Als Beispiel betrachten wir die Fibonaccifolge. Sie ist definiert durch

—Yk — Yet1 + Yoo = 0

(ohne Einschrankung schreiben wir die Gleichungen immer mit «,,, = 1, die Dif-
ferenzengleichung kann man immer mit einer Konstanten multiplizieren, und die
Losungen bleiben dieselben).

Eine Losung der Differenzengleichung ist durch die Anlaufwerte y, und y; festgelegt.
Sei 3©) die Lésung mit den Anlaufwerten (1,0), y") die Lésung mit den Anlaufwer-
ten (0, 1). Die Losungen sind unabhdngig von h usw. Die Losungen bilden einen
Unterraum, daher ist jede Linearkombination von Losungen automatisch auch wie-
der eine Losung. Der Unterraum hat die Dimension m = 2.

Sei nun y, die Lésung fiir die Anlaufwerte ((y1)o, (yr)1)- Offensichtlich ist

(yn)oy® + (yn)1y™
eine Losung der Differenzengleichung mit denselben Anlaufwerten wie y;,, also
gilt
yn = (yn)oy'” + (yn)1y™.
Es gelte nun, dass (yn); —hs0 0,5 = 0...m — 1. Falls y9) beschrinkt ist, so
gilt
l1ynlloo < 1wn)ol 115 lloo + 1w ] 1y o = 0.
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Korollar 16.2 Der globale Diskretisierungsfehler (fiir das Modellproblem, und da-
mit fiir alle Anfangswertaufgaben, bei konsistenten Anlaufwerten) geht mit der Git-
terfeinheit gegen Null, wenn die L6sungen der Differenzengleichung

> e =0
=0

beschrdnkt sind fiir alle Anlaufwerte.

Wir miissen also untersuchen: Wann sind die Losungen einer homogenen Differen-
zengleichung beschrankt? Wir geben zunachst eine alternative, nicht—-rekursive Ba-
sis fiir die Losungen der homogenen Differenzengleichung an.

Satz 16.3 £s sei
plx) =Y !
j=0

das charakteristische Polynom der Differenzengleichung

> iy = 0.
=0

Seien x; die (komplexen) Nullstellen von p mit Vielfachheiten o,. Dann ist eine Basis
fiir den Unterraum U der Losungen der Differenzengleichung im Raum aller Folgen
gegeben durch

(y(l”"))j :jrx{, r=0...0,—1.

Beweis: Die angegebenen Folgen sind linear unabhdngig. Die Anzahl der Folgen ist
>, 00 = m. Wenn wir zeigen kdnnen, dass die Folgen Lésungen der Differenzenglei-
chung sind, sind wir fertig.
Zundchst gilt offensichtlich

0= p(;)

= a?fp(xl)

und damit ist y9 Losung der Differenzengleichung.
Sei nun x; eine doppelte Nullstelle von p, also o; > 2. Dann gilt

pxr) = 0= pl(m) = (" (1)) (1) = 0.
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Eingesetzt

O—Zajk+j+ 1)z, agl

Also ist fiir o; > 2 auch y!) eine Lésung der Differenzengleichung, usw. O

Beispiel 16.4 (Fibonacci)
Wir betrachten wieder die Fibonaccifolge. Das charakteristische Polynom ist hier

plr) =2 —2—1

mit den Lésungen
1++5
5
Diese Zahlen sind wohlbekannt aus dem goldenen Schnitt.

To1 =
Also sind die Folgen

(y ), = (1 +2\/5> () = <1 _2\/5>

eine Basis des Raums aller Fibonaccifolgen. Die Standard—Fibonaccifolge y, die mit
(0,1) beginnt, ldsst sich schreiben als

1 1eva) (1-v5)
yk—% 5 - 9

Wir gewinnen also eine nicht-rekursive Darstellung der Fibonacci—-Zahlen.

Beispiel 16.5 Wir betrachten die Differenzengleichung

Ykt2 — 2Ur41 + Yk =0
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(diese gehdrt zu einem Mehrschrittverfahren, das unabhdngig von der Anfangswert-
aufgabe konsistent ist). Das charakteristische Polynom ist

p(x) = 2* — 2x + 1.

x = 1ist die einzige (doppelte) Nullstelle.
Die Basislosungen sind entsprechend gegeben durch
YO0y, = 1F =1, (yOV), = k1% = k.
Korollar 16.6 Die Basislosungen der Differenzengleichung sind beschrdnkt genau
dann, wenn

1. Fiir alle Nullstellen x; mit zugehdriger Vielfachheit o, des charakteristischen
Polynoms gilt
2. Falls |z =1, so gilt o, = 1.

Definition 16.7 (Wurzelbedingung von Dahlquist)
Eine Differenzengleichung heifit stabil, wenn ihre Basisldsungen beschrdnkt sind,
d.h. wenn die Bedingungen aus|16.6] erfiillt sind.

Mit den Vorbemerkungen:

Korollar 16.8 Falls ein Mehrschrittverfahren konsistent ist (von der Ordnung p), und
das zugehdrige Differenzenverfahren die Wurzelbedingung von Dahlquist erfiillt, so
ist das Mehrschrittverfahren konvergent von der Ordnung p.

Beispiel 16.9 (Stabilitit von konkreten Mehrschrittverfahren)

1. Einschrittverfahren: Wir kénnen Einschrittverfahren interpretieren als Mehr-
schrittverfahren mit m = 1. Sie sind von der Form

Ykv1 — Y =@

und damit
plx) =2 —1.

Die einzige (einfache) Nullstelle von p ist x = 1. Also sind Einschrittverfahren
immer stabil (und dies stimmt mit unserem alten Satz (iberein).

2. Aus Integration gewonnene Mehrschrittverfahren sind von der Form
Yk+m — Yk+m—r = - -+
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Es gilt

plr) =2 —2™ " =2 (2" = 1).

p hat die (m —r)—fache Nullstelle 0 und die r—ten Einheitswurzeln, die alle die
Vielfachheit 1 haben. Also sind alle diese Verfahren stabil.

. Das Mehrschrittverfahren

Y2 — 2Yk+1 + Y =0

ist konsistent, aber das Differenzenverfahren erfiillt nicht die Wurzelbedin-
gung (1 ist doppelte Nullstelle von p, siehe oben), also ist das Mehrschritt-
verfahren nicht stabil.

. In[15.6]gilt
pl) =2 = (1+a)r +a.

Die Nullstellen sind 1 und «, d.h. es muss erfiillt sein
@ |a| <1
(b) « # 1 (ansonsten ist 1 doppelte Nullstelle von p).
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Kapitel 17

A-Stabilitat fir Einschrittverfahren

Zu guten numerischen Verfahren zur Losung von gewdhnlichen Differentialgleichun-
gen gehort noch etwas mehr als nur Stabilitdat und Konvergenz.

Wir versuchen, die Verfahren so zu wahlen, dass moglichst viele Eigenschaften der
Losungen der Differentialgleichung fiir die Losungen der Differenzengleichungen er-
halten bleiben. Wir betrachten dazu

Definition 17.1 (Modellproblem von Dahlquist)

y'(t) = \y(t), y(0) =1, A € C, Re < 0.

Die analytische Losung ist y(t) = exp(At). Offensichtlich ist der Betrag der Losung
monoton fallend, und das erwarten wir auch von der numerischen Approximation,
unabhdngig von h.

Bemerkung: Lokal kann jede Differentialgleichung auf ein System solcher Mo-
dellgleichungen zuriickgefiihrt werden (siehe Hanke-Bourgeois| [2006], Abschnitt

77).

Definition 17.2 (A-Stabilitét)

Ein Verfahren heif3t A-stabil, wenn fiir das Dahlquist—Problem und dquidistante
Gitter mit Schrittweite h die numerische Approximation im Betrag monoton fallend
ist fiir alle h und alle X\ mit Realteil kleiner 0, dass also gilt

lyn(trr1)| < lyn(te)| k.

Flir Runge—Kutta—Verfahren ldsst sich die A-Stabilitat einfach tberpriifen.
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Satz 17.3 (Stabilitdtsfunktion und Stabilitdtsbereich von Runge—Kutta—Verfahren)

Fiir die durch Runge—Kutta—Verfahren gelieferten Ndherungen fiir die Losung des
Dahlquist-Problems gilt

Yn(ter1) = Yo = R(OAR)ye = ROAR)yn(tr).

Fiir explizite Verfahren ist R ein Polynom, fiir implizite Verfahren eine rationale Funk-
tion. Der Bereich von C mit |R(z)| < 1 heif3t Stabilitdtsbereich.
Es gilt

yn(ti1)| < yn(te)| VE

genau dann, wenn \h im Stabilitdtsbereich liegt. Das Verfahren ist A—stabil genau
dann, wenn der Stabilitdtsbereich die komplette linke komplexe Halbebene umfasst.

Beweis: In der Vorlesung, mit Hilfe der Cramerschen Regel.

Beispiel 17.4 (Beispiele zur Stabilitatsfunktion)

1. Euler explizit:

Ykr1 = Uk + A (L yk) =y + Ay = (1 + hA)yg.

Esistalso R(z) = 1 + z = z — (—1). Das Verfahren ist nicht A-stabil. Das
Stabilitdtsgebiet ist ein Kreis um —1 mit Radius 1.

2. Euler implizit:
Yk+1 = Ye + P Lk, Yrt1) = Y + hAYra

und damit ]

Yk+1 = 1— 7

Yk-
Die Stabilitdtsfunktion ist
1
S l—z
Es gilt |R(z)| < 1 auperhalb eines Kreises mit Radius 1 um die 1. Die linke

komplexe Halbebene ist ganz im Stabilitdtsbereich enthalten. Das Verfahren
ist A—stabil.

R(z)

Satz 17.5 (A-Stabilitédt expliziter Runge-Kutta—Verfahren)

Kein explizites, konsistentes Runge—Kutta—Verfahren ist A-stabil.
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Beweis: Fiir explizite Verfahren ist R ein Polynom. Da das Verfahren konsistent ist,
muss der Grad n von R > 0 sein. Sei

n—1 n—1
R(z) = a,z™ + Z apxt = 2" (an + Z aka:k_") , ap # 0.
k=0 k=0

J/

—an, |T|—00

Insbesondere gilt |R(x)| — oo fiirz — —oo, also ist |R(z)| groRer als 1 fiir ein z in
der linken Halbebene, und das Verfahren ist nicht A-stabil. O

Satz 17.6 (Taylorentwicklung der Stabilitdtsfunktion)

Sei R(x) die Stabilititsfunktion eines Runge—Kutta—Verfahrens der Ordnung p.
Dann gilt
|R(h) — €| = O(hP™) fiir h — 0.

Die Taylorentwicklungen von R(h) und e" stimmen also bis h? (iberein.

Beweis: Wir wenden das Verfahren an auf das Modellproblem[17.1] Da es konsistent
ist von der Ordnung p, gilt fiir h > 0

R(h) —e"=R(h)-1—¢"
=y —y(h)
= O(hP).

Wir nutzen dies, um zu folgern:

Korollar 17.7 Fiir Runge—Kutta—Verfahren, die mindestens konsistent sind von der
Ordnung 1, liegt die 0 immer auf dem Rand des Stabilitdtsgebiets.

Beweis: Nach[17.6|gilt
R(h) —1=h+ O(h?).

Insbesondere ist R(0) = 1, also liegt die 0 im Stabilitatsgebiet. R(h) — 1 wechselt
fiir reelle h bei 0 sein Vorzeichen, links vom Nullpunkt liegt z im Stabilitatsgebiet,
rechts nicht. O

Die Bedingung der A-Stabilitat ist besonders fiir A mit im Betrag sehr grof3en, ne-
gativen Realteil schwer zu erfiillen. Da das Stabilitatsgebiet beschrankt ist, sollten
wir nach dem letzten Satz h dann klein wahlen fiir explizite Verfahren.
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Kapitel 18

Randwertprobleme

Abschlielend wollen wir uns noch der Behandlung linearer Randwertaufgaben zu-
wenden. Bisher haben wir ausschliefilich Anfangswertaufgaben behandelt, d.h. wir
suchten Funktionen y(t) mit

y(t) = f(t,y(t)), y(a) = yo, auffa, b].

Fiir eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung lautet das Anfangswertpro-
blem

y'(t) +p(t)y () + q(t)y(t) = f(t), y(a) = o, ¥'(a) = yp.

Wir miissen also im Punkt a Werte fiir y und seine Ableitung vorgeben. Diesen
Fall haben wir sehr gut untersucht, die Losbarkeitsbedingungen sind einfach
analytisch angebbar, und wir haben konvergente numerische Methoden fiir diesen
Fall angegeben.

Will man aber etwa die Auslenkung eines an zwei Seiten festgebundenen Seils
beschreiben, so kann man das zwar durch eine lineare Differentialgleichung tun.
Randbedingung ist aber offensichtlich, dass die Auslenkung am linken und rechten
Rand verschwindet, d.h.

Gleiches passiert, wenn man die Temperaturverteilung eines Stabs berechnen
mochte, der an beiden Enden erhitzt wird.
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Wir landen also bei Randwertproblemen, bei denen die festen Bedingungen nicht
nur am Randpunkt a, sondern auch am Randpunkt b vorgegeben sind.

Definition 18.1 (Lineare) Randwertprobleme
Ein Randwertproblem sucht Funktionen

y(t) € C([a,b] — R™)
mit
y'(t) = f(t,y(t), 9(y(a),y'(a),y(b),y' (b)) =0
fiir eine Funktion
g:R™ = R"

Typischerweise haben wir Dirichlet—Randbedingungen (bei denen der Wert der
Funktion vorgeschrieben ist), Neumann—Randbedingungen (bei denen der Wert der
Ableitung vorgeschrieben ist) oder gemischte Bedingungen (bei denen eine Kom-
bination aus Ableitung und Wert der Funktion vorgeschrieben ist, jeweils in einem
Randpunkt). Sind g und f (affin) linear, so nennen wir das Randwertproblem auch
linear.

Fiirn = 2 ergibt sich damit

1. y(a) = 2o, y(b) = z1: Dirichlet-Randbedingungen.
Falls zy = z; = 0: Homogene Dirichlet-Randbedingungen.

2. y'(a) = 2o, y'(b) = z1: Neumann—Randbedingungen.
Falls zo = z; = 0: Homogene Neumann—-Randbedingungen.

3. g1(y(a),y'(a)) =0, g2(y(b),y'(b)) = 0: Gemischte Randbedingungen.
4. y(a) =y(b), y'(a) = y/(b): Periodische Randbedingungen.

Die Losbarkeit dieses Systems ist leider erheblich schwieriger zu zeigen
als bei Anfangswertaufgaben. Wir betrachten als Beispiel eine lineare Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten und Dirichlet—
Randbedingungen:

_y”(t) + O'/Qy(t) = 07 OAS Rv y((l) = 20, y(b) = Z1, b>a.

Alle Losungen der Differentialgleichung sind von der Form

y(t) = c1yi(t) + caya(t), y1(t) = exp(at), ya(t) = exp(—at)
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und zur Erfiillung der Randwerte erhalten wir die Gleichungen

ciyi(a) + caya(a) = 2o, c1y1(b) + caya(b) = 21
Das System ist also losbar, wenn die Matrix
yi(a) () )
W pu—
< y2(a) ya(b)

invertierbar ist bzw. wenn ihre Determinante nicht verschwindet. Setzen wir die
Losungen ein, so gilt

W:< exp(aa)  exp(ab)) >

exp(—aa) exp(—ab)

Die Determinante dieser Matrix ist gerade
det(W) = exp(a(a — b)) — exp(—a(a — b))

und da die Exponentialfunktion fiir reelle Argumente monoton ist, verschwindet
dieser Ausdruck nicht. Damit ist die Matrix invertierbar und die Dirichlet—Aufgabe
eindeutig l6sbar. Tatsachlich sind lineare Dirichlet-Randwertaufgaben zweiter Ord-
nung der Form

—y"(t) +a(t)y(t) = f(1), y(a) = o, y(b) = v

fiir stetiges f und ¢(¢) > 0 immer eindeutig |6sbar. Wir werden einen Beweis mit
Hilfe der Variationsmethoden angeben.

Anders ist es im Fall ¢(¢) < 0. Wir betrachten das fast gleiche Randwertproblem fiir
die Helmholtzgleichung

—y"(t) — a®y(t) = 0, y(0) = 0, y(m) = 0, « € R.
Wir konnen die Analyse iibertragen mit den Grundlésungen

y1(t) = cos(at), yo(t) = sin(at).

Die trigonometrischen Funktionen haben natiirlich ein fundamental anderes Verhal-
ten als die Exponentialfunktion. Insbesondere ist die Matrix
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_( sin(0) sin(am)

- ( cos(0)  cos(a) )

genau flir « € Z nicht invertierbar. Wir erhalten also: Die Randwertaufgabe ist ein-
deutig losbar, falls a ¢ Z. Eine allgemeine Losbarkeit mit einem griffigen Kriterium
(Lipschitz—Stetigkeit wie bei den Anfangswertaufgaben) ist nicht gegeben, es muss
jede Gleichung einzeln untersucht werden.

An dem einfachen Beispiel der linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung
mit homogenen Randbedingungen lasen sich bereits alle Schwierigkeiten studie-
ren. Wir betrachten im Folgenden das Sturm-Liouville-Problem

—(p@)y' (1)) + q()y(t) = f(t)

mit linearen Randbedingungen, differenzierbarer Funktion p und stetiger Funktion g.
Wenn nicht ausdriicklich anders vermerkt, werden wir uns dabei auf den Fallp = 1
und zundchst homogene Dirichlet-Randbedingungen zuriickziehen, also

—y"(t) + q(t)y(t) = f(t), y(a) = y(b) = 0.
Wir zitieren zunachst den Satz:

Satz 18.2 Sei q(t) > 0, f stetig. Dann ist das Sturm—Liouville—Problem mit homo-
genen Dirichlet-Anfangswerten eindeutig l6sbar.

Wir werden verschiedene Ansatze zur numerischen Losung dieses Problems
untersuchen.

Bemerkung: Wir betrachten in diesem Abschnitt nur gewdhnliche Differentialglei-
chungen. Tatsdchlich lassen sich, im Gegensatz zu Anfangswertaufgaben, alle vor-
gestellten Methoden und Sdtze in hhere Dimensionen, also fiir partielle Differen-
tialgleichungen, libertragen.

In einer Dimension sind sie aber viel anschaulicher, oft trivial. Zum Verstandnis der
Verhdltnisse bei partiellen Differentialgleichungen ist es also sehr niitzlich, die In-
terpretation als gewdhnliche Differentialgleichung im Kopf zu behalten. Wir werden
hierimmer einige Beziehungen zu den partiellen Differentialgleichungen angeben,
auch wenn Sie diese bisher nicht gehdrt haben oder horen werden.
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18.1 SchieBverfahren

Der Hintergrund dieser Verfahren ist einfach zu erraten. Eine Kanone, deren Ab-
schusswinkel « variabel ist, stehe in einer Ebene am Punkt a. Das Zielobjekt ste-
he am Punkt b. Sei y,(t) die Hohe der Kugel auf dem Weg von a nach b an einem
Punkt ¢. Dann ist unser Ziel, durch Versuch und Irrtum o = & so zu wahlen, dass
yz(b) = 0. y, geniigt einer gewodhnlichen Differentialgleichung, das gesuchte y5
geniigt den homogenen Dirichlet-Randbedingungen y5(a) = yz(b) = 0.

Dies interpretieren wir noch etwas um. Gesucht sei die Losung y des Sturm-
Liouville—Problems. Fiir jedes « besitzt die Anfangswertaufgabe mit der vorgege-
benen Differentialgleichung und y(a) = 0, ¢'(a) = « eine Losung und ist leicht
numerisch berechenbar mit den Algorithmen des letzten Kapitels. Wir suchen nun
ein a mit F(a) := y,(b) = 0. F ist eine nichtlineare, eindimensionale, berechen-
bare Funktion. Wir suchen eine Nullstelle von F'. Verfahren dazu haben wir kennen-
gelernt, etwa das Newton—Verfahren oder das Sekanten—Verfahren (Regula falsi).
Voraussetzung zur Anwendung dieser Verfahren ist, dass die Funktion mindestens
einmal stetig differenzierbar ist. Tatsachlich gilt der Satz:

Satz 18.3 (Differenzierbarkeit der Lésungen von Anfangswertaufgaben nach ihren
Anfangswerten)
Sei y,(t) die Losung der Anfangswertaufgabe fiir die Differentialgleichung des
Sturm—Liouville—Problems fiir die Anfangswerte
Yala) = @, ya(a) = 0.

Sei

F(a) := ya(b).
Dann ist F differenzierbar.
(ohne Beweis)

Dies liefert uns ein numerisches Verfahren zur Losung von Randwertaufga-
ben.

1. Implementiere die Funktion F'(«), die eine Approximation fiir y,(b) berechnet
mit den numerischen Verfahren des letzten Kapitels.

2. Nutze ein numerisches Verfahren zur Bestimmung der Nullstelle von F, zum
Beispiel das Newton—Verfahren oder das Sekanten—Verfahren.
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18.2 Diskretisierungsverfahren

Wir kénnen auch die Diskretisierungsidee aus dem letzten Kapitel zur Losung ein-
setzen. Sei wieder

[h == <t07---7tN>
ein zuldssiges Gitter auf [a, b], ohne Einschrankung wdhlen wir es in diesem Kapi-

tel immer dquidistant. Sei y die Losung des Sturm—Liouville—Problems. Wir suchen
Gitterfunktionen

Yn = (Yr)s y(tr) ~ Yn(te).

In den inneren Punkten des Gitters diskretisieren wir die Differentialgleichung kon-
sistent, gibt N — 1 Gleichungen, plus zwei Randbedingungen, macht insgesamt
N + 1 Gleichungen fiir N + 1 Unbekannte.

Wir betrachten als Modellproblem die eindimensionale Poisson-Gleichung
—y'(t) = f(t)

fir ¢ in [0,1] auf einem d&quidistanten Gitter mit homogenen Dirichlet—
Randbedingungen, h = 1/N. Zur Diskretisierung nutzen wir die Diskretisierung der
zweiten Ableitung aus[10.1} Wir erhalten die Gleichungen

Yo — 21 + o
= fi=f(t1)
o —2yn_1+
SRS = fav = fltae)
Setzen wirdie Randbedingung v, = yn = 0 ein, so erhalten wir fiir die Unbekannten
Y1, ...,yn_1 das lineare Gleichungssystem
2 -1 Y1 J1
-1 2 -1 Y2 f2
1 . . . . _ .
2 . . : = :
-1 2 -1 YnN-2 In-2
-1 2 Yn-1 In-1
i = =i

Die Diskretisierung ist konsistent nach Ist das Gesamtverfahren auch konver-
gent, d.h. gilt

lylz, = yall = 0
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? Wir untersuchen das zunédchst fiir die 2—Norm.

Die Eigenvektoren von L;, lassen sich leicht angeben: Es sind die Vektoren
y* € RN (yF); = sin(kmjh), k,j=1,...,N — 1,

zu den Eigenwerten

4
A = ﬁsmz(k‘hﬂ/Q), E=1,...,N—1.

Mit den Additionstheoremen gilt namlich

—sin(z — y) + 2sin(z) — sin(z + y)
= —sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y) + 2sin(z) — sin(x) cos(y) — cos(x) sin(y)
= 2(1 — cos(y)) sin(x)

=2(1— COS(% + %)) sin(z)

= 2(1 — cos® % +sin? 2

5) sin(x)

YN
= (4sin §)sm(x)

und dann durch Einsetzen von = = knjh und y = kwh.

Es gilt

unter Benutzung der Abschatzung

_ 2
sinz > —x, z € [0,7/2].
7r

L, hat keinen Eigenwert 0. Insbesondere ist L, invertierbar, das oben angegebene
Gleichungssystem fiir i, ist eindeutig l6sbar, und sogar sehr effizient [6sbar, denn
L, ist eine Tridiagonalmatrix (d.h., sie hat nur Eintrdge unter— und oberhalb der
Hauptdiagonalen), fiir diese Matrizen vereinfacht sich das Gaussverfahren enorm.

Ly, ist symmetrisch positiv semidefinit. Die Eigenwerte von L, ' sind die Kehrwerte

der Eigenwerte von Ly, also ist nach

1L ]2 < 1/4.
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Die Konvergenz definieren wir natirlich wieder wie in[12.4] Es gilt

1ylz, —wnll = 1Ly (Laylr, — fu)ll
< 1L, [ La(yln) = fal]
N s -

Stabilititsfaktor Konsistenzfehler

Fiir unser Verfahren gilt mit der euklidischen Norm: Der Stabilitatsfaktor ist be-
schrankt, die Konsistenz ist ein O(h?), also ist das Verfahren konvergent von der
Ordnung 2. Dies legt nahe

Definition 18.4 (Stabilitét fiir Diskretisierungen von Randwertproblemen)
Die Diskretisierung eines Randwertproblems heift stabil, falls ||L; || unabhdngig
von h nach oben beschrdnkt ist.

Damit gilt sofort wieder unser Satz:

Satz 18.5 (Konvergenz fiir Diskretisierungen von Randwertproblemen)
Aus Stabilitdt und Konsistenz (der Ordnung p) folgt Konvergenz (der Ordnung p).

Leider steht hier zunachst nur die euklidische Norm. Dies ist ungiinstig: Es garan-
tiert uns keine punktweise Konvergenz und insbesondere keine punktweisen Feh-
lerabschatzungen.

Bisher haben wir Konvergenz immer beziiglich der Maximumnorm betrachtet. Das
wollen wir auch beibehalten. Zur Untersuchung dieser Konvergenz bendotigen wir
einige spezielle Eigenschaften der oben angegebenen Matrix L,,.

Definition 18.6 ()/-Matrizen)
Sei A eine reelle, invertierbare N x N—-Matrix. A heist M —Matrix genau dann, wenn

Die wesentliche Eigenschaft von Matrizen mit positiven Eintragen ist ihre Monoto-
nie.

Lemma 18.7 (Monotonie fiir \/-—Matrizen)
Sei L, € RY*N ejne M—Matrix. Seien

u, v € R", u <.

Dann gilt
L,:lu < L}_le.

Hier und im Folgenden sind Vektorungleichungen immer elementweise gemeint.
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Beweis: Da alle Eintrdge von ;! nichtnegativ sind, gilt

L,;l(v —u) > 0.

Satz 18.8 (L, ist M/-Matrix)

Sei A eine reelle, invertierbare, schwach diagonaldominante N x N-Matrix mit
positiven Hauptdiagonaleelementen und nicht—positiven AufSerdiagonalelementen.
Dann ist A eine M —Matrix. Insbesondere ist L;, eine M —Matrix.

Beweis: Sei b < 0, Ax = b. Angenommen,
r; = max{xy,...,zn} > 0.

Dann gilt

Ajjl’j = bj—ZAjkxk

kg

< _ZAjkxj
K

S Ajjxj.

Dies ist ein Widerspruch, also gilt
b<0= A"'b<0.
Sei b < 0. Dann gilt
=b—e<0=0>A"=A4A"-A"le= A"b<0.
Mit der Wahl b = —e¢;, < 0 folgt A~'e, > 0, die k. Spalte von A=! ist also > 0, und

damit A= > 0, also ist A eine M —Matrix. O

Satz 18.9 (Stabilitdt des Standardverfahrens)
Das Standard-Differenzenschema zur Berechnung der Ldosung der eindimensiona-
len Poisson—Gleichung ist stabil beziiglich der Maximumnorm.

Beweis: Zu zeigen ist: ||L; '|| ist unabhdngig von h beschrankt. Wir betrachten das
Problem auf dem Intervall [0, 1]. Sei



Dann ist
—w" =1, w(0) =0, w(l) =0, w > 0.

Sei 1 der Vektor, der nur aus Einsen besteht, und
wy, = Wy, .
L;, ist konsistente Diskretisierung der zweiten Ableitung, d.h.
|| L (wn) — 1|o < CR?
und damit
Lh(wh) Z —Ch2 +1
und insbesondere, falls h klein genug ist,
1
Lh(wh) Z 51
Diese Vektorungleichungen sind wieder alle jeweils elementweise zu interpretieren.
Ly, ist M—Matrix. Nach[18.7] gilt
Qwh == 2L;1Lh(wh) Z L,:l].
Dies setzen wir nun noch zusammen:
L5 oo = 1L L oo < 2{|whlloo < 2[00

O

Bemerkung: Fiir den einfachen Fall der Poissongleichung, den wir hier betrachten,
ist die Diskretisierung sogar exakt, d.h. L,w, = 1. Damit ist fiir diesen Fall so-
gar

1
L_loo< oo — &
12 e < ol = &

Bemerkung: Wir haben oben gesehen, dass fiir p = 1 die analytische Losbarkeit
des Sturm-—Liouville—Problems vom Vorzeichen von ¢ abhdngt. Hier bekommen wir
ein dhnliches Problem: Man sieht leicht, dass ¢ weiter positiv semidefinit und eine
M~Matrix bleibt, wenn ¢ > 0, unsere Analyse l4sst sich also mit leichten Anderun-
gen retten.

Sobald ¢ < 0, also dort, wo die analytische Losbarkeit nicht sicher war, bricht die-
se Argumentation aber zusammen. Unsere analytischen Schwierigkeiten fiir ¢ <
0 Ubersetzen sich in numerische Schwierigkeiten. Die Analysis und die Numerik
hangen also, wie hoffentlich erwartet, sehr eng zusammen und sollten immer zu-
sammen betrachtet werden.
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Korollar 18.10 (Konvergenz des Standardverfahrens)
Das Standardverfahren zur Berechnung der Losung der eindimensionalen Poisson—
Gleichung ist konvergent von der Ordnung 2 (beziiglich der Maximumnorm).

Leider ist dieses Ergebnis unbefriedigend. Anders als bei den Anfangswertproble-
men ist der Beweis recht uneinsichtig und nur schwer auf andere Differentialglei-
chungen oder Diskretisierungen tibertragbar. Wir werden daher ein neues Hilfsmit-
tel, die Variationsrechnung, kennenlernen.

18.3 Variationsmethoden

Bei der Behandlung des Steinwurfs in hatten wir bereits bemerkt: Differential-
gleichungen in der Physik entstehen haufig aus Energiebetrachtungen. Dabei wird
meist ein durch Integrale definiertes Energiefunktional minimiert. Dies fiihrt in der
Praxis auf eine Integralgleichung fiir die Lsung.

Unter der Annahme, dass die Losungen differenzierbar sind, kénnen wir diese dann
in eine Differentialgleichung umschreiben. Das ist allerdings eine Einschrankung
und fiihrt dazu, dass viele Probleme der Physik als Differentialgleichung keine
Losung besitzen. Es liegt daher nahe, statt der Differentialgleichungen die zugehori-
ge Integralgleichung bzw. das Minimierungsproblem zu untersuchen.

Definition 18.11 (Grundrdume zur Losung des Variationsproblems)
Wir betrachten alle Funktionen immer auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b|.

1. C* ist der Raum der k—mal stetig differenzierbaren Funktionen auf [a,b]. C*
ist vollstindig bzgl. der Norm

— (4)
1o = mass 1179

2. C*
la, b

3. C5°([a, b)) ist der Raum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf
la, b] mit verschwindenden Randwerten fiir alle Ableitungen bzw. mit kompak-
tem Trdger im Inneren von |a, bl, also

—~

la,b]) ist der Raum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf

o~~~

Ce® = {p € 0=([a,0]) : 'V (a) = 'V (b) = 0¥k = 0}.

Beispiel: Sei

0, sonst

1
22— 1
w(zw) = {e bl < .



Dann istw € C$°(R) mit Trdger in [—1, 1]. Entsprechend ist

1 T —a
We,q = —W
€ €

in C3°(R) mit Trdger in [a— e, a+¢|. w, , iStim Inneren dieses Intervalls positiv,
das Integral von w. , liber R ist unabhédngig von e.

4. L*([a,b)) ist der Raum der Funktionen auf [a,b], die quadratisch integrierbar
sind, d.h.

b
/ f#)*dt < oo.
Mit dem Skalarprodukt

b
(f.9) = / FOgyat, |[FI12 = (f. )Vf.g € L

ist L? ein Hilbertraum, insbesondere vollstindig. Es gilt die Cauchy—Schwarz—
Ungleichung

(F )l < LI Tlgll

Satz 18.12 Essei f € L*([a,b]), und es sei

(f,) = 0Vp € C5°([a, b]).
Dann ist f = 0.

Beweis: Wir zeigen den Satz fiir f stetig. Angenommen, f(z) # O fiir ein z € [a, b].
Dann gibt es eine e-Umgebung von z, so dass f dort nicht Null wird und sein Vor-
zeichen nicht andert. Nach Voraussetzung gilt

z+e

0= (f w,e) = / f(@)w, (z)dx = / f\(irl W,.(z) de #0

—€
<0Vv>0 >0

und dies ist ein Widerspruch, also f = 0. O

Wir wenden dies nun an auf einen Spezialfall des Sturm-Liouville—
Randwertproblems, diesmal mit natiirlichen Randbedingungen. Achtung: Im
Folgenden betrachten wir immer dieses Beispiel, insbesondere seien die Voraus-
setzungen an p und g immer erfiillt.

Definition 18.13 (Sturm-Liouville—-Modellproblem fiir Randwertprobleme)

—(py)'(t) + a(t)y(t) = f(t), y(a) =0, ¥/ (b) = 0



mit p stetig differenzierbar, q stetig, und

p(t) = po > 0,4(t) > 0.

Nach den Vorbemerkungen aus dem letzten Kapitel vermuten wir, dass dieses Pro-
blem eine (eindeutige) Losung hat. Aber zundchst wollen wir dieses Problem in eine
Variationsgleichung umschreiben. Sei dazu ¢ € C([a, b]) und y irgendeine L6sung
der Differentialgleichung. Dann gilt mit Multiplikation mit ¢ und Integration

| @+ awoetd = [ e

und damit mit partieller Integration

b b
/p(t)y’(t)sd(t)+Q(t)y(t)so(t)dt—[19-y’-w]2=/ fF@)p(t)dt.

< ~ —_—
=:B(y,p) =:F(p)

Mit diesen Bezeichnungen gilt
Satz18.14 Sei X = {u € C*([a,b]) : u(a) = 0}.
1. Falls uw € X das Randwertproblem[18.13]erfiillt, so gilt
B(u,v) = F(v) Vv € X.
2. Falls
B(u,v) = F(v)Vv € X,
undu € C?, so istu Lésung des Randwertproblems|18.13}

Beweis: Falls u € X Losung von[18.13]ist, so ist u/(b) = 0. Sei v € X, also v(a) = 0.
Also fallt die eckige Klammer in der Vorbemerkung weg, und es gilt

B(u,v) = F(v).

Sei nun
B(u,v) = F(v)Yv € X.

Wahle ein v aus C§°([a, b)) beliebig. Dann gilt insbesondere v(a) = v(b) = 0 und
v € X. Wieder fallt die eckige Klammer in der Vorbemerkung weg, und es gilt

0= B(u,v) = F(v) = / ((=p)' (1) + q(t)u(t) — f(t)) v(t) dt = 0.
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Nach ist w damit Losung der Differentialgleichung.
Dawu € X, giltu(a) = 0.
Seinunv € X mitwv(b) # 0. Da u Losung der Differentialgleichung ist, gilt nach der
Vorbemerkung

0= B(u,v) — Fv)=[p-u v
Dav € X, giltv(a) = 0. Also ist p(b)u’(b)v(b) = 0. Da p(b) > py > 0 und v(b) # 0,
muss gelten u/(b) = 0, also ist u Losung des Randwertproblems. O

Wir haben also unser Randwertproblem in eine Variationsgleichung umge-
schrieben.

Bemerkenswert daran ist, dass diese einen erweiterten Losungsbegriff hat: Falls
das Randwertproblem eine Losung besitzt, so ist es dquivalent zum Variationspro-
blem. Falls das Randwertproblem keine Losung besitzt, so kann es sein, dass das
Variationsproblem trotzdem eine Losung besitzt, wir haben hier also den Losungs-
begriff etwas erweitert. Vor dem physikalischen Hintergrund macht dies absolut
Sinn, dort kommen durchaus Funktionen vor, die nicht in C? sind (und damit keine
Losungen der eigentlichen Differentialgleichung). Man spricht hier auch von einer
schwachen Formulierung der Differentialgleichung.

Wir wollen nun noch einen Zusammenhang zwischen Losung einer Gleichung und
Minimierung beweisen. Dazu bemerken wir zunachst die folgenden Eigenschaf-
ten:

B ist bilinear, also linear in beiden Argumenten. B(u,v) = B(v,u), also ist B sym-
metrisch. B(u,u) > 0, also ist B positiv semidefinit.

F ist stetig.
Mit diesen Eigenschaften beweisen wir
Satz 18.15 Sej
I X—R I(u):= %B(u,u) — F(u).

I nimmt sein Mimimum in v € X an genau dann, wenn

B(u,v) = F(v) Vv € X.
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Beweis: Seien u,v € X. Wir definiereng: R — R,
g(€) :==I(u+ ev)

1
= §B(u—|—ev,u—|—ev)—F(u+ev)

1 2
= 5 B(u,u) = F(u) +€B(u,0) + %B(v,v) —eF(v).
~ ~ ~—_——
=I(u) >0
Falls
B(u,v) = F(v)Yv € X,
so gilt damit

Iu+ev) > I(u)Vv e X

und damit nimmt 7 sein Minimum in u an.
Falls 7 sein Minimum in w annimmt, so nimmt g sein Minimum an fiir ¢ = 0. Also gilt
¢'(0) = 0, und damit

B(u,v) = F(v) Vv € X.

O

Bei diesem Beweis haben wir nur die oben genannten Eigenschaften benutzt. Wir
schauen nun noch auf ein einfaches Beispiel.

Sei X = R". Zu losen sei die Aufgabe Ax = b mit A € R™" symmetrisch positiv
definit. Es sei

B(x,y) = (Ax,y), F(y) = (b,y).

Es gilt
B(z,y) = F(y)Yy € X = Az =b.

Beweis: Setze y = Ax — b. O

Das so definierte B ist bilinear, symmetrisch und positiv definit, F ist linear. Also
gilt mit diesen Definitionen:

Satz 18.16 & € R" ist genau dann Losung von Ax = b, wenn

1

f@%zgﬂ%w—F@)

sein Minimum an der Stelle x annimmt.
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Das heift: Anstatt das Gleichungssystem zu l&sen, konnen wir genausogut das
Minimierungsproblem |6sen. Dies ist der Ausgangspunkt fiir die Krylovraum-
Verfahren, eine Klasse von iterativen Verfahren zur Losung von linearen Gleichungs-
systemen.

Im Folgenden werden wir nun das eigentliche Randwertproblem vergessen und nur
noch die variationelle Formulierung betrachten.

18.4 Sobolevraume

Mit unseren Satzen haben wir die Existenz einer Losung des (schwachen) Randwert-
problems auf die Existenz eines Minimierers von I zuriickgefiihrt. Diese wollen wir
beweisen. Ublicherweise geht man dabei so vor: Man zeigt, dass das Infimum I,
von [ endlich ist, und dass jede Minimalfolge, also eine Folge y,, mit

I(yn) - ]07

eine Cauchyfolge ist. Aus der Vollstandigkeit des Grundraums folgt dann die Exi-
stenz eines Minimierers. Leider ist unser Raum nicht einmal vollstandig.

Dies gehen wir zunéchst an. Wir wollen C* in L? vervollstandigen, indem wir sei-
nen Abschluss mit hinzunehmen. Bisher haben wir als einzige Eigenschaften der
differenzierbaren Funktionen die partielle Integration genutzt. Es liegt also nahe,
eine Erweiterung von C* als den Teilraum von L? zu definieren, in dem die partielle
Integration erlaubt ist.

Definition 18.17 (schwache Differenzierbarkeit)
v' € L* heifit schwache Ableitung von v € L?, fallsVp € C§°

/ o(t) (t)dt = — / () p(t)dt

und entsprechend fiir hbhere Ableitungen.

Damit gilt natiirlich insbesondere: Falls eine Funktion differenzierbar ist, so ist sie
auch schwach differenzierbar und die Ableitungen sind gleich.

Beispiel 18.18 (schwache Differenzierbarkeit der Betragsfunktion)

v(x) = |z| ist schwach differenzierbar auf [—1, 1]:
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/1 tle'(t)dt = /0(—t>%@'(t)dt+/oltgo’(t)dt

1 -1

= /s@(t)dH/o —p(t)dt + [tely — [te]2,

-1

= —/ (t) sgn(t)dt

1

Die (schwache) Ableitung der Betragsfunktion ist also die Signumfunktion. Fiir die
Signumfunktion gilt

/1@@¢@m=1f¢MW+Abwm

1 -1

= —2¢'(0).

Dies ldsst sich nicht als Integral schreiben, also ist die Signumfunktion nicht
schwach differenzierbar, obwohl sie eine L>*~Funktion ist. Es gilt also

H' + L2

Definition 18.19 (Sobolev-Rdume)

Der Raum H*' ist der Raum der schwach differenzierbaren Funktionen und heift
Sobolev-Raum. Auf H* definieren wir das Skalarprodukt

mm:qmp+wym=/Jume+/f@wmm

mit der zugehérigen Norm || f||3,, = (f, f).

Satz 18.20 (Vollstdandigkeit der Sobolev-Rdume)
H?' ist vollstindig.

Beweis: Sei (f,,) eine Cauchyfolge bzgl. || - ||:. Dann sind (f,,) und (f!) Cauchyfol-
gen bzgl. L?. L? ist vollstandig, also gilt

fo= o= 1 f f € L2
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Dann gilt fiir p € C§°

b
[ s = [ ne

und damit ist f’ schwache Ableitung von f.

1o = fllzp = 1fu = Allz2 + 11 = N7 = 0

also konvergiert f,, gegen die schwach differenzierbare Funktion u bzgl. || - || 41,
also ist ' vollstandig.

Tatsachlich ist H' der kleinste Raum mit dieser Eigenschaft, der C' enthalt, also
die Vervollstandigung von C* bzgl. || - || - O

Zwei der wichtigsten Satze {iber Sobolevraume sind die Sobolevsche Ungleichung
und der Sobolevsche Einbettungssatz. In einer Dimension sind sie trivial.

Satz 18.21 (Sobolevsche Ungleichung)
Sei f € C. Dann gibt es ein C > 0 mit

[ flloo < ClIf] -
Beweis: Wir betrachten das Problem auf [—1, 1]. Sei zundchst s < 0. Dann gilt
1= [ -5+ o)
:/Olf(t—l—s)—l—(t— ) f'(t+ s)dt
und damit nach Cauchy-Schwarz

< ([ e[ peran ([ o -vpey [ porey:
<l

Fiir s > 0 betrachtet man —t + s statt t + s und bekommt dieselbe Ungleichung. [J
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Satz 18.22 (/'-Funktionen sind stetig, Sobolevscher Einbettungssatz)
Sei f € H'. Dann gibt es eine stetige Funktion g mit f = g f.i., und

glloe < C||f{|r-

Beweis: Sei f € H'. Die Funktionen

1 b 1 s+1/n
fn(S) = M/a wl/n,s(t)f(t)dt: M 1/n wl/ms(t)f(t)dt, M = /RU)(t) dt

liegen in C'> (Differentiation unter dem Integralzeichen). Sie konvergieren gegen f
bzgl. H', also sind sie insbesondere eine Cauchyfolge in H!. Dies sieht man an-
schaulich ein — ein einfacher, aber langerer Beweis fiir alle Dimensionen findet sich
in/Evans|[2010], Anhang C.4.

Es gilt

||fn - fm”oo < ||fn - meH1 — 0,
sie sind also auch eine Cauchyfolge in C? bzgl. || - ||o.. C° ist vollstandig beziiglich
| - ||so» also gilt

fo— gbzgl - ]|x, g € C”.

Damit konvergiert f,, aber auch gegen g bzgl. L?. f, konvergiert also gegen g und f
beziiglich L2, also gilt f = ¢ f.i. Weiter ist

lglloe = Jimn [[fullow < C lim [|ullir = C11 ]|

O

Der Sobolevsche Einbettungssatz hat eine wichtige Folgerung. Wir haben die H!-
Funktionen als L?-Funktionen definiert. Damit besitzen sie keine Punktauswer-
tung: L?-Funktionen dirfen auf Nullmengen umdefiniert werden, ohne dass sie
sich dndern. Da jetzt aber ohne Einschrankung jede H'-Funktion stetig ist, kdnnen
wir sie an Punkten auswerten.

Wir kommen zu einer der wichtigsten Ungleichungen fiir die Variationsrech-
nung.

Satz 18.23 (Poincaré-Ungleichung)

Sei
X ={veH" :v(a) =0}

Dann gibt es eine Konstante C' > 0 mit

0|2, < C||V'|[3> Vo € X.
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Beweis: Mit Cauchy—Schwarz:

wlt = ([ o >ds)2
e

(t = a)|[V/|IZ2

IN

IN

und damit

b b
|yv||§2:/ o(b2dt < /(t—a)Hv'H%zdsdt
1

= (- aP|lv|R

18.5 Existenz— und Eindeutigkeitssatz fiir das Sturm-
Liouville-Modellproblem

Satz 18.24 (Losbarkeit des Sturm-Liouville-Problems)
Sei

X :={yeH :y(a) =0}
versehen mit der Norm

- lxs= 11 e

Sei wieder wie in

B(v,w) = / p(t)v' (t)w'(t) + q(t)v(H)w(t)dtVo,w € X

/f

I(v) = QB(U v) — F(v).

Dann hat I in X einen eindeutigen Minimierer, und damit das Randwertproblem
eine (schwache) Losung.

und

sowie
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Mit dem Darstellungssatz von Riesz aus der Funktionalanalysis zeigt man leicht das
Lemma von Lax—Milgram (z.B. in Alt [2007]), und hieraus folgt mit den gezeigten
Sdtzen die eindeutige Losbarkeit des Variationsproblems. Wir zeigen den Satz zu
Fuf3.

Beweis: Wir beweisen zundchst: B(u,v) ist ein Skalarprodukt auf X. Bilinearitat
usw. sind offensichtlich fiir B erfiillt. Bleibt zu zeigen:

[v][% := B(v,v) =0 <= v =0
und damit ist ||v|| s die zugehdrige Norm. Nach Voraussetzung an p und ¢ gilt
1]l > pollV/I|*

also insbesondere
llv|lp =0=v=0.

Nach Definition von B gilt
10l < [Iplleollv'l|Z2 + Hlallool ][22 < max([|p]oc. [lglloo) [[] |-

Mit Poincaré gilt weiter

1ol = [Jvl[Z2 + [1v'][Z2
< (C+D|W'[IZ2

< ——Ilfs
Damitist || - ||z eine zu || - || ;1 dquivalente Norm. Der Konvergenzbegriff beziiglich

der Normen ist der gleiche, insbesondere ist X vollstdandig beziiglich beider Nor-
men.

Wir zeigen nun, dass (v) nach unten beschrdnkt ist. Mit Cauchy-Schwarz und Poin-
caré gilt

1 b
1) = 3llells = [ fepce e
P
> 2013 — 1112 - lfoll»

DPo
2 §||v’||%z = C[If[lze - [[v']] 2

Die rechte Seite ist eine quadratische Funktion in |[v'||z2, po > 0, also ist I nach
unten beschrankt und hat ein Infimum I, > —oc.
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Noch zu zeigen: Das Infimum wird angenommen.

Fiir jedes k£ > 0 gibt es ein v, € V, so dass
Iy < I(vg) < Io+1/k,
denn I ist Infimum von /. Insbesondere gilt fiir diese Folge
I(vg) — Ip.

Wir wollen zeigen, dass v,, eine Cauchyfolge ist. Dazu gibt es einen Standardtrick
aus der Linearen Algebra mit Hilfe der Parallelogrammidentitat (siehe z.B. Alt
[2007], S. 97)

|+l + [Ju = ol = 2[Jull5 + 20|35

Es gilt

Po

1_'_CQHUTL _UmH}QLIl < ||, _UmHzB

= 2||Un||2B + 2||Um||23 — [|vn + Um||23

= 43 loall3 ~ F(0)) + 43 lollh — F(v)

B 2

= 4l (vn) + 4 (vm) — 81 (Un J; Um)

Up + Um

—8(= 5

2

< 4I(v,) + 41 (vy) — 81,
_>n,m%oo 0.

Also ist v, eine Cauchyfolge und konvergiert gegen ein v € X, denn X ist
vollstandig.

Noch zu zeigen:
[(U) = Io.

B und F sind stetig, denn mit Cauchy—Schwarz gilt
| B(u, v)| < [[pllso|lt/[|2|[0"|[22 + [alloo|lul |z, 0]z

und
\E )| < g2l fI172]|0][7--
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Also gilt

I(v) = I(v,) = %(B(v, 0) = B, va)) + F(v — vn)

= %((B(v, v) — B(vn,v)) 4+ (B(vy,v) — B(vg, v,)) + F(v — vy,)
—nsco 0

und damit I(v) = . O

18.6 Numerische Verfahren fiir variationelle Probleme
Nun kénnen wir ein numerisches Verfahren zur Losung von Randwertproblemen fiir
gewohnliche Differentialgleichungen mit Variationsmethoden definieren.

Definition 18.25 Ritz-Galerkin—Verfahren
Sei X}, ein endlichdimensionaler Teilraum von X. y, € X}, heifit Galerkin—-Ldsung,
falls y,, I auf X;, minimiert.

Die approximative Losung y;, ldsst sich leicht berechnen. Nach unseren Vorbermer-
kungen ist sie gleichzeitig Losung von

B(yh,v) = F(’U) Yv € Xh-

Hierzu miissen wir nur in den Vorbemerkungen X = X, setzen. Sei nun vy, ...v,
eine Basis von X,. Die Existenz einer Losung u;, € X, ist sichergestellt wieder nach
unseren Vorbemerkungen. Sei also

Yn = g V.
k

B ist linear im ersten und zweiten Argument, F ist linear, es reicht daher ¥, so zu
wadhlen dass

ZB(uk,uj)ocj = B(yn,v;) = F(v), Vk=0...n.
J

Die a; erfiillen also ein lineares Gleichungssystem. Wir setzen
B e R By o= B = (v,v;), F € R F = F(v), a € R"™ (o) = oy
und erhalten das lineare Gleichungssystem

Ba=F.



Da es immer ein y, gibt, das das Gleichungssystem ldst, ist B surjektiv und damit
invertierbar.

Mit Hilfe der Satze konnen wir leicht die Konvergenz des Galerkin—Verfahrens in der
Supremumsnorm nachweisen.

Satz 18.26 (Konvergenz des Galerkin-Verfahrens und Fehlerabschétzung)
Sei (X},) eine Folge von Rdumen mit

min ||y — z||g = d(y, Xp) — 0Vy € X.
CEEXh

Dann konvergiert y;, gegen y beziiglich der Supremumsnorm.

Es gibt eine Konstante C, die nicht von h abhdngt, mit

|y = ynlloe < Cd(y, Xn).
Beweis: Sei y die Losung des Variationsproblems auf X, y;, die Losung auf X},. Da
X, C X gilt
B(yp,v) = F(v) = B(y,v) = By, — y,v) = 0Vv € X},
B ist ein Skalarprodukt, also gilt mit dieser Beziehung und Cauchy-Schwarz
ly = ynllB = By — v,y — yn)

= B(y — yn,y) yn € Xi
=By —yn,y —v) v € X}, beliebig

<y =wynllz - lly —v||5.

Insbesondere gilt also
|y = ynlle < lly = vll5.
Da die B—Norm und die H'-Norm &dquivalent sind, gilt

Cilly = wnllar <l = wnllp < lly = vllp < Cally = v

odermit C' = Cy/C4
|y — ynller < Clly — v|l-
Da v € X}, beliebig war, folgt schon mal

ly = willan < C inf ly = ollis = Ca(y, Xi)

und damit
Yn —HL Y.
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Dies ist noch nicht ganz das Gewiinschte: Das ist nur eine Konvergenz beziiglich der
H'-Norm.

Aber mit den bewiesenen Satzen gilt

C'lly — ynllm  (Sobolev18.21)
CCd(y, Xp).

Hy—thoo

I IA

g

Uberzeugend an dieser Vorgehensweise ist, dass dieser Beweis deutlich elegan-
ter ist als die Beweise fiir die Diskretisierung etwa bei den M —Matrizen: Die Kon-
vergenz gilt unabhangig von der Art der Diskretisierung fiir alle Sturm—Liouville—
Probleme, die die Voraussetzungen erfiillen.

Der Satz sagt: Die Qualitdat der Naherungen y, hangt davon ab, wie gut die Teilrdume
X, den Raum X beziiglich der H'-Norm approximieren. Wir haben die Aufgabe
der Losung der Differentialgleichung auf die Aufgabe, die Approximationsgiite von
linearen Unterraumen zu bestimmen, zuriickgefiihrt und damit von der Differential-
gleichung (bis auf eine Konstante) abgekoppelt.

Im Kapitel iiber Interpolation haben wir unter anderem die folgenden Mdoglichkeiten
kennengelernt, Funktionen in X zu approximieren:

1. Polynome: Wir wahlen als X, ,, den Polynomraum P,, mit p(a) = 0.

2. Trigonometrische Polynome (Fouriertransformation): Hier wahlen wir als An-
satzfunktionen sin(kt) und cos(kt).

3. Splines: Diese hatten die deutlich besten Approximationseigenschaften. Sie
sind das Standardwerkzeug zur Losung von Variationsproblemen.

Nach den Vorbemerkungen miissen wir bei der Losung der Variationsgleichung fol-
gende Schritte erledigen.

1. Wahle einen endlichdimensionalen Teilraum X} von X.
2. Bestimme eine Basis vy ... v, von X},.
Berechne die Matrizen B (Steifigkeitsmatrix) und F' (Lastvektor).

Lose das Gleichungssystem Ba = F.

A S

Setze y, = Y7, a;v;.

Die Schritte 3 und 4 kénnen sehr aufwandig sein. Es ware daher giinstig, wenn B
diinn besetzt ware. Dies ist fiir Splines der Fall.
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Wir wollen uns hier als Beispiel die Losung der Poissongleichung auf dem Inter-
vall [0, 1] als variationelles Problem mit Splines der Ordnung 2 anschauen. Dieser
Splineraum besteht aus den stiickweise linearen, stetigen Funktionen auf einem
Intervall. Sei xy . . . x,, ein dquidistantes Gitter auf [0, 1] mit der Gitterweite h = 1/n.

Wir setzen
1 j=k
Ti) =
2k J) {O sonst

und linear interpoliert zwischen diesen Punkten. Dann ist ¢, ...y, eine Basis des
Raums der Splines der Ordnung 2 mit ¢(0) = 0. Der Trager der ;. ist (xx_1, Tk11),
und es gilt

% t e (xk_l,xk)
pr(t) = Q=+ = € (T, T141)
0 sonst

Fiir die Poissongleichungistp = 1 und ¢ = 0. Falls |j — k| > 1, so Uberschneiden
sich die Trager von ¢; und ¢y, nicht, d.h. es gilt sofort

By; = B(pk, ¢5) =0

und damit besitzt B nur Eintrdge auf der Hauptdiagonalen und den beiden Neben-
diagonalen. Durch Einsetzen gilt sofort

2 1
Bir ==, Bups1 = Brpip = ——.
Bk = 3o Dl k41,k h

Weiter gilt
Tp41
Fe=F(u) = [ fOuo)dt ~ i)
Tp—1

Das zu losende Gleichungssystem und damit die Approximation y,, ist also am En-
de genau die gleiche wie in Dies scheint zunachst ein frustrierendes Ergeb-
nis zu sein. Aber durch die vollig andere Herleitung bekommen wir hier die Kon-
vergenz und alles andere geschenkt: Im Abschnitt iiber Splines haben wir gezeigt,
dass d(y, X3,) = O(h?), also ist auch die Konvergenzordnung dieses Verfahrens 2.
Dies ist natiirlich das gleiche Ergebnis wie das in mit Hilfe der M —Matrizen
gezeigte.
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Kapitel 19

Errata

19.1 Errata 2021
e Abschnitt 3.2, Fehlerverstarkung: Beim Faktor fehlte die Tilde. Im Limes stand
statt f'(y) M.

e Abschnitt 3.5, Induzierte Matrixnorm, Motivation: Die Motivation war ohne die
Vorlesung unverstandlich, denn A usw. wurden nicht eingefiihrt. Definition
eingefiigt.

e Abbildung 3.1, den Text zur Abbildung klarer formuliert.
e Korollar 3.14, exakter formuliert, Index von n nach k gedndert.
e Satz 3.18, Bemerkung zur Norm hinzugefiigt.

e Hinter Definition 8.1: Die Durchfiihrung der Potenzmethode war unklar, hier
auf Wunsch der Studierenden einen zusatzlichen Absatz eingefiigt.

e Abbildung 3.1 war sehr ungiinstig platziert. Ist auch jetzt nicht optimal.
e Fehlerin Fall 2 im Beweis zu 6.17. Da stand (Bz),,, das ist natiirlich ein (Bz);.
® Beweis zu 11.6, Teil 4, vorletzte Zeile: Fehlendes dt hinzugefiigt.

¢ Definition 12.4: Klarer gemacht, dass die Gitterfolge eine Folge ist, » durch hy
ersetzt.

e Satz 17.5: Formulierung des Satzes korrigiert (konsistent fehlte) und den Be-
weis der Vorlesung im Skript nachgetragen.
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e Satz 15.5 korrigiert: In Zeile 2 fehlte der Strich von ¢/, dies korrigiert und an-
schlieBend nochmal ¢’ durch f ersetzt. In Satz 15.5 noch ein mindestenséin-
gefiigt.

e Satz 5.8: Definition von A in den Satz eingefiigt, um ihn klarer zu machen.

e Satz 17.2/17.3: Die Ungleichungen fiir 3, waren falsch herum.

19.2 Errata 2020

e Abschnitt 1.3, Federbeispiel: In der zweiten Gleichung fehlte bei der Dampfung
das m im Nenner.

¢ Abschnitt 1.2, Seite 8, Berechnung von y;: Stand 0 statt a
e Abschnitt 3.4, Stabilitat: War eps = 0.005, ist jetzt eps = 0.05.

e Abschnitt 3.3, Maschinendarstellung, nach Satz 3.8: War eps ~ 10723, ist jetzt
10~ (wie in der Einfithrung ausgerechnet)

e Rechnung vor 3.16: 2,y kommen aus dem C", und deshalb fehlte bei der Be-
rechnung von (z, y) das konjugiert tiber dem f3;.

e Nach Satz 4.7 erganzt: P, L, R aus den Beispielen angegeben.

¢ Definition 3.16: A in B geandert.

e Vor Definition 3.11: Vdb € R", da fehlte das db.

® Beispiel 5.4 Punkt 1: Es fehlte ein LbeimL = (1,...,1)*(1,..., 1)L = ...

e Beweis zu Satz 5.6: Bei der Berechnung von A Az™ musste ganz am Ende der
Zeile A'D statt nur b stehen.

¢ Definition 5.1 der Formulierung in der Vorlesung angepasst.

e Satz 5.8: Bei der Definition von A™ waren n und m vertauscht.
e Beispiel 5.4: * in? gedndert.

e Satz 6.5, Beweis: f in g gedandert.

e Definition 6.16, schwache Diagonaldominanz: > in < gedndert.

® Beweis zu Satz 7.2: Beim Einsetzen der Taylorformel war ein % und ein Quadrat
verlorengegangen.

* Beweis zu Satz 9.6: In der Mitte des Beweises w1 (z) = (N + 1)!, nicht p.
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Satz 9.6: War richtig so, aber man schreibt hier besser = statt = nach Insbe-
sondere gilt.

Satz 10.1: Bei Punkt 3 fehlte der Strich in p/(z). Bei Punkt 4 fehlten Klammern.
Beweis zu Satz 10.3: Hier stand am Anfang P,, statt Py.

Vor Satz 10.4: Stand ein Gleichheitszeichen bei der Einsetzung der Simpson—
Regel. Sollte ein ~ sein.

Satz 10.2: Hier fehlte die Angabe des Grundintervalls [a, b] in allen Teilen.

Beispiele zu Richardson, Kapitel 10.3: Beispiel der Trapezregel zu rechtssei-
tigem Differenzenquotienten geandert. Romberg/Trapezregel als neues Bei-
spiel eingefiihrt.

Beweis zu 10.2: Flir f(z — h) musste —h3/6 stehen.

Richardson 10.3, Untersuchung der Genauigkeit: Taylorentwicklung fiir h/2
korrigert.

Definition 12.5, Klassifikation der numerischen Verfahren: Bei allen Verfahren
fehlte ein h vor dem . Es ist zwar so nicht falsch, passt aber dann nicht mehr
zu den weiteren Untersuchungen.

Satz 6.10: Hier fehlten Normstriche in der ersten Ungleichung des Beweises.
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